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acche M. £ Alembert sulle tracce già prima 
segnate da Newton sostituì il Metodo de' Limiti a 
quello degli Infinitesimi nel Calcolo Differenziale , 
questa parte fondamentale della moderna sublime 
Analisi cambiò tosto d’ aspetto , e comparve agli 
occhi de’ più scrupolosi Geometri in forma assai 
più luminosa . Bentosto fin il principio del Fran- 
cese Geometra adottato dalle Nazioni più colte ; 
e quindi videro i dotti uscire in questi ultimi an- 
ni dalla Francia , dalla Germania , e da altri Paesi 
Opere eccellenti di questo genere ^ nelle quali la 
teoria de' Limiti è stata applicata al Calcolo Diffe- 
renziale col più felice successo . Fra queste par- 
venti £ un pregio non mediocre quella £ un ano- 
nimo affiliai Prussiano , che in tm picciol voltane 
scritto in lingua Alemanna ^ ad uso degli Ingegne- 
ri ed Artiglieri , ha raccolte le cose più interessan- 
ti e necessarie per guidare i Giovani principianti 
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0 / Calcolo siihliììie . lo ite vityapresi la iyadttztoìie 
colla mira di presentarla fedelmente al Pubblico \ 
ma accorgendomi nel corso di mia fatica , che v era 
luogo ad aggiunte y a restrifioni ^ a cambiamenti ^ 
per avervi trovato ( come non di raro avviene 
ne' libri di questo genere ) delle massime ed asser* 
zioni inesatte t incomplete ^ ed alcune^ a mio giudi» 
zio del tutto erronee , mi sono determinato a tra» 
Vestir questo libretto sotto una forma tton poco di» 
versai affine di renderlo più sitile a quella classe 
di lettorii a cui è destinato. 

Prima di tutto ho premessa un Introduzione ^ 
in cui seguendo il cÙ Alembert ho tentato di dare 
1171 idea metafisica del principio de' Limiti ì idea 
che sernbrosnmi mdispeusabile a disporre la 77ieìite 
de' Principianti a siffatte dottrine , e senza di ad 
bisognerebbe andar come di salto ad afferrarfie i 
difficili e delicati principi . Le stegole poi della dif- 
fere>lziazione comps'ese ne' pruni due Capi dell' 
Opera, som tolte fedelmesite' dalt Originai tedesco: 
ma la formola differenziale della rettificazione del» 
le curve, la quale ci serve di fondamefito per la 
diffe)-e7iziazione delle quantità ri'igonometriche , fu 
da me dimostrata per una via diversa da quella 
dello Scrittor Prussiano, e che mi pas've quanto 
seinplice , altrettanto rigorosa. Il trattato de’ Mas* 
simi e de’ Minimi , che è il più vnpos'tante ed 
ameno del Calcolo Differe7i\iale , è stato da 7 ìk 
mutato più che per metà , si affiìte di presentas-e 
per via diretta t di/nostrativa la serie di Taylor , 
che ne é la base , come per inseru'vi delle applico» 
zioni di Vario genere in luogo delle troppo imifoì-» 
mi e monotone dell Origliale Alemanìto . Ho in 
seguito trasportato al proprio luogo il Capo dei 
Differenziali delle quantità esponesiziali , che dal no» 
itro A. , seguendo il Bézout , era inserito nel Cai» 
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tolo tiitegyale, perché parvenìt^ che la materia ló 
comportasse , .ed il buon ordine lo richiedesse , seb- 
bene poi questo trasporto abbia cagionato alquanto 
di variamone. Al trattato del Raggio di curva-» 
tura, che parevami più laborioso che esatto, /jo 
creduto meglio di sostituire , quello di M. Cousin, 
da cui pure ho preso quasi fedelmente i trattati 
de Punti di Flesso -, e di Regresso , e dei Punti 
multipli delle curve , che giudicai troppo necessa- 
ri a Giovani, che intendono .iniziarsi con frutto 
in queste sublimi dottrine . 

Il Calcolo lìttegrale ( a riserva delle formale 
generali per le applicazioni geometriche ^ che sono 
derivate Jal nostro principio ) non è pressò a poco 
che una copia di quello , che M. Bézout ha scritto 
nel suo Gotso di Matematica ad uso del Cor- 
po Reale dell’ Artiglieria , mutilato però j ove cre- 
demmo necessario di limitarci, ed ampliato dallo 
Scrittor tedesco e da me eiiatidio , ove la materia 
lo richiedeva . Il nome di questo Matematico è 
tanto celebre , che inutili diverrebbero i nostri en- 
comi . 

Ho poi creduto di formare Un singoiar pregio 
alla presente Opera , coll’ inserirvi quattro interes- 
santi Appendici , che il cel. P. D. Gregorio Fon- 
tana Pub. Prof, di Matematica Sublime in questa 
nostra R. Università di Pavia si compiacque di 
favorirmi , e che si troveranno inserite a proprj 
luoghi, fuorché la prima, che per più comodiimen- 
te esporla, t abbiam posta in fine del libro , e che ci 
somministra una completa dimostrazione del famoso 
Teorema di Taylor esteso al numero di quante va- 
riabili si voglia . La seconda ci presenta un ele- 
gante e rigorosa dimostrazione d' un Teorema di 
Eulero, risguardante l'integrazione della formala 
dz 

difierenziale , . Ci afre la terza un metodo 

log. S ' 
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generale per integrare un equazione differenziali 
della forma Ydx^ = mdy^ -f- nyddy . La quarta 
finalmente è una correzione d' una delicata svista 
del Bézout, che perciò è tanto più importante ^ 
quanto meno sono avvertiti gli errori degli uomini 
grandi . Sarebbe questo [ opportuno luogo di ren- 
der palesi que' vivi sentimenti , che pur dovrei a 
quest' uomo celebre ^ di cui già da cinqu anni ho 
la soddisfazione di ascoltare le tanto mteressanti 
ed istitutive Lezioni , e per cui eccitamento io mi 
azzardo di pubblicare questo libretto , qualunque poi 
sia f esito, che sarà per avere; ma la modestia di 
lui mi prescrive di più non diffondermi, e di sop- 
primer così i giusti trasporti d' un animo ricono- 
scente . 

Se poi a fronte di mia instancabil diligenza 
nel rifare tutti i calcoli, tiel correggere le inesat- 
tezze, nel rischiarar i passi oscuri, e finalmente 
nelf assistere giornalmente all' impressione dell' Ope- 
ra, vi si troveranno tuttavia degli errori, e delle 
mancanze, mi si perdoni tuttociò dal Lettore be- 
nevolo. L'insufficienza mia, la difficoltà de' calcoli 
assai penosi, la facilità comune a qualunque più 
perito Geometra di sbagliare in simili materie, la 
fretta di compiere impressione innanzi l' incomin- 
ciar delle nostre Scuole , potino essere gli appigli 
di mia difesa. Del resto per inesatto, per man- 
cante che sia questo^ libro , mi lusingo , eh’ esso non 
sarà del tutto inutile a’ Giovani studiosi di queste 
amene Scienze, d quali soltanto di giovare intesi, 
e di consacrare le deboli mie fatiche . 
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INTRODUZIONE 

AL CALCOLO DIFFERENZIALE 



nozione metafisica del Calcolo difFeren- 
ziale , come nota d’ Alembert , oltre l’ esser la 
più importante , è altresì la più difficil parte di 
esso. Gl’inventori stessi di questa sublime ana- 
lisi non le hanno dato da principio quell’ aspet- 
to di verità e di evidenza , eh’ essa meritava . 
Leibnitz sgomentato quasi dalle difficoltà, che 
ovunque insorgevano contro l’idea da lui in- 
trodotta degli injinitainente piccioli , non li ridus- 
se che a incomparabili, e questa geometrica ine- 
sattezza ritardò, o almen limitò i progressi di 
questa ammirabile scoperta, perchè non appari- 
va ancora quali fossero i sodi principj, su di 
cui ella doveva stabilirsi , Newton , che non 
ha men contribuito di Leibnitz all’invenzione 
del Calcolo Differenziale , fu più cauto ne’ suoi 
principj , e non si può negare , che l’ idea , che 
dà questo gran Geometra circa le Flussioni , 
non contenga i buoni semi dell’esattezza geò- 
metrica , sebbene non s’ intraveggano che con 
qualche oscurità . Ma fintanto che non si pro- 
pose il Calcolo differenziale, che come' una 
scienza, che insegna a computare, e paragona- 
re le quantità infinitamente picciole, ci furon 
sempre degli ingegni incontentabili , che ricla- 
marono contro i suoi %ietodi, e £ra questi son 
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celebri M. Rolle, c Nieuwentit, sebbene il se- 
condo di questi dopo aver ammessa 1’ esistenza 
degli infinitesimi di prim’ ordine, potesse con 
ugual facilità ammettere ancora quelli del se- 
condo, che egli ostinatamente ripudiava, ed a 
cui come a necessaria conseguenza lo conduce- 
va la sola Geometria. 

Ma se le difficoltà di questi ed altri illu- 
stri uomini sembravano ritardare la perfezione 
di questa novella Scienza, , contribuirono per 
un altro aspetto a metterla in miglior luce. 
Imperciocché convinti i Geometri della verità 
del metodo dai risultati, che trovavano costan- 
temente conformi a quelli , che altronde si ot- 
tenevano dall’Algebra sola, e dalla Geometria, 
incominciarono a sospettare dei principj , con 
cui si soleva proporre, e trovarono , che tutta 
l’oscurità e dubbiezza del nuovo Calcolo non 
traeva origine che dalla sua definizione . D’ A- 
lembert è il primo, che penetrando quelle te- 
nebre , ove tentavano d’ ascondersi sì belle pro- 
duzioni dello spirito umano , ne rintracciò il 
vero principio , e lo pubblicò nel IV. Tomo 
dell’ Enciclopedia . Un tal principio , che de’ Li- 
miti si chiama, in sostanza non è che il Metodo 
de’ Limiti degli Antichi ossia delle Esaustioni , e 
M. Cousin ne fa un esatto confronto , e lo con- 
cilia mirabilmente col Calcolo differenziale, il 
quale in tal maniera sembra che non desideri 
ulterior evidenza ne’ suoi principj . 

Per limite altro non s’ intende , che una 
certa quantità , a cui altre quantità vanno in- 
cessantemente accostandosi durante il loro au- 
mento o diminuzione, senza che mai la rag- 
giungano , o a lei s’ uguaglino . Cosi il cer- 
chio è il limite di tutti i poligoni iscritti, e 
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circoscritti ; i primi aumentano a misura che 
s’ accostano al cerchio , i secondi non s accosta- 
no al cerchio, che nella loro diminuzione. Una 
frazione a misura che diminuisce o cresce il 
suo denominatore, d’altrettanto s’accosta all’ 
infinito , o allo zero , i quali due estremi non 
si debbono in conseguenza considerare , che 
come limiti delle quantità crescenti o decre- 
scenti , nè v’ ha idea più precisa e più esatta 
di questa per comprendere la nozione dell’»K^ 
luto , e dello zero . 

Le quantità non si considerano che per • 
rapporto ad altre quantità . Il paragone di que- 
sti rapporti è l’oggetto del Calcolo; quindi se 
fra le quantità , di cui si cerca un rapporto 
qualunque, ve ne sono di quelle che variano 
continuamente, nel mentre che altre si manten- 
gono inalterate, questo rapporto andrà sempre 
avvicinandosi a un certo limite, senza però 
che mai lo raggiunga . La ricerca di questo li- 
mite è appunto l’oggetto del Calcolo differen- 
ziale . Infatti il Sig. d’ Alembert lo definisce , co- 
me una Scienza , che insegna a determinare alge- 
bricamente il limite d’ un rapporto , di cui già si 
ha f espressione in linee , e ad uguagliare in segui- 
to fra se questi due limiti ,* ovvero in altro mo- 
do, il Calcolo differenziale è il metodo di tro- 
var i limiti di quel rapporto finito, che hanno 
tra loro due quantità cangianti , delle quali c 
altronde nota, ed analiticamente espressa la re- 
lazione. Che poi questi due limiti debbano es- 
ser uguali è una verità di prima evidenza . Sia- 
no X, e Zi limiti d’una medesima quantità 
Y ; io dico che sarà X=Z. Imperciocché se 
ci fosse fra loro qualche diflfereflza Vy sarebbe 
XzzzZzizVì ma per ipotesi la quantità ¥ può 

A 2 
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accostarsi quanto si vuole a X , che c quanto 
dire, che la differenza fra. X c Y può esser mi- 
nore di qualunque assegnabile : dunque se Z 
differisce da X della quantità V, non potrà Y 
accostarsi a Z più da vicino della quantità V, 
< e quindi Z non sarà limite di Y, ciò che è 
contro r ipotesi . Un’ altra verità non meno im- 
portante è la seguente *. Se due quantità cre- 
scenti o decrescenti conservano costantemente 
nella loro variazione lo stesso rapporto, questo 
rapporto sarà lo stesso che quello de’ loro li- 
miti. Questo teorema tuttoché evidente sarà 
da noi dimostrato ove tratteremo de’ Differen- 
ziali logaritmici . Questi due teoremi semplicis- 
simi si ponno dire le chiavi di tutto il Calcolo 
differenziale , c M. Gousin vorrebbe che si ap- 
plicassero eziandio alla Geonaetria elementare , 
a fine di evitare certe inesattezze prodotte da 
una falsa nozione , che si suol dare dell’ infini- 
to . Questo chiarissimo Matematico ha fatto 
vedere la fecondità di tali principj, applicando- 
li ai problemi più interessanti del Calcolo dif- 
ferenziale, e il libro, che ora offeriamo al Pub- 
blico , ne contiene le applicazioni oppor- 
tune . Intanto faremo riflettere con d’ Alem- 
bert, che il problema di determinar la sottan- 
gente d’ una curva per la via de’ limiti , che 
noi fra poco mostreremo , per particolare e 
semplice eh’ egli sia , può però ben meditato e 
compreso infondere ne’ Principianti una chiara 
e distinta idea della teoria, con cui dee trattar- 
si il Calcolo differenziale , c quindi non sarà 
difficile di applicarla alle ricerche più delicate, 
eh’ egli ci offre ad ogni passo , massime circa 
gli accidenti delle curve, su di cui quello prin- 
cipalmente si aggira. 
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CAPO I. 

ELEMENTI 

DI CALCOLO DIFFERENZIALE 



l.F'ra ie quantità, che noi qui prendiamo a 
considerare , ve n ha alcune , le quali o ere* 
scono o scemano , ed altre , che mantengono 
costantemente lo stesso valore . Le prime , che 
soglionsi indicare colle ultime lettere x , ^ , a , 
ec. dell’Alfabeto, si chiamano variabili \ le al- . 
tre poi diconsi quantità costanti y e si esprimo- 
no colle pime lettere a, b, c , ec. Così nelle 
linee curve le coordinate sono variabili , ma il 
Parametro e 1’ Asse quantità costanti . 

-2. Per indicar di quanto una quantità è 
cresciuta o scemata , suolsi prenyttere a tale 
quantità il greco carattere A, così che quando 
si dee indicare , che la grandezza variabile x 
sia accresciuta o diminuita d’ una certa quanti- 
tà , si scrive x ± A * . 

Ib Simbolo A X denota una sola quantità , * 

come log. X, ovvero V* ec. Una potenza di 
grado « di A X dovrebbesi propriamente se- 
gnare con { A X )" . Ma perchè il carattere A 
non indica un particolar fattore , ma bensì 
deesi riguardare A x come una sola lettera nel 
calcolo, però comunemente si scrive Ax". 
Quindi la seconda potenza di A x , la terza , la 

A3 
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quarta ec. viene denotata con A , A x* , 
Ax* , ec. 

Indica pertanto il Simbolo A x" , che la 
differenza Ax è innalzata alla podestà, 

laddove il simbolo A ( x" ) vuol dire che dc- 
vesi cercare la differenza della quantità x" . 

3. Sia data una funzione V^iax" , ove « 
esprime un numero costante, positivo o nega- 
tivo , intero o rotto . Questa funzione puossi 
considerare come un’equazione alla curva AM, 
*■ le cui ascisse da x, e le ordinate siano espres- 
se da V. 

, Essendo V una funzione della x , nascerà 
in V un cangiamento, tosto che questo sarà 
accaduto in x. Dunque se x cresce della quan- 
tità Ax — Pp, anche V crescerà d’una certa 
quantità AV z=z ntq. Quindi si ha V AV =z 
a (x Ax)" . Ma si ha (x-}-Ax)" = 

. «.« — I. - 

X" -f- « X" ~ ' A X H X" ■ *Ax -l- &c. 

* 

Dunque F A V z=z 

^ an.n—i. . , _ 

ax" -f-a«x""* Ax-1- -x""* Ax -H&c. 

1 . 2 

AF * flw.w — I. . _ 

e ^=:a«x""*H X"’* Ax &C. 

Ax i.z 

Per mezzo dunque di questa operazione 
trovasi il rapporto di mq: Mq, ossia il rappor- 
to dell’ordinata MP alla sottosecante PJ*. Vo- 
gliasi ora trovare il rapporto dell’ ordinata MP 
alla sottangcnte P T ; facilmente si vede , che 
il rapporto dell’ ordinata MP alla sottosecante 
P S sempre più s’ accosta a quel rappor^ , 
quanto più picciole diventano le differenze 
AF, Ax; ma che il rapporto dell’ ordinata al- 
la sottosecantc non può mai diventar uguale al 
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rapporto dell’ ordinata alla sottangcnte , a meno 
che non sia AFr=o, e Ax = o. Quando ciò 

AV 

accada , si otterrà - — * e: anx"-* , e tal 

Ax 

è il rapporto , in cui sta 1’ ordinata alla sottan- 
gente nella curva AM. Ad esprimere d’ una 
maniera universale questo rapporto , ci servia» 
mo d’ un certo segno : cioè , allorquando si 
AVf che Ax sono .diventate = o , si prefigge 
alle quantità F ed x il carattere d, il quale 
qui pure è bensì un segno , che indica il limi- 
te della diminuzione di Ax, e Ay, ma non 
mai un fattore . 

Quindi per esprimere , che colla preceden- 
te operazione si è realmente trovato il rappor- 
to deir ordinata alla sottangente , si scrive così 

n/r . . j , 

— — =flwx”-*. Ma pero non si dee crede- 

d X 

re , che si voglia dire con tal espressione , che 

„ dV 

sia 5 = a « X" - * . Ma 



d X 



e un segno , con 



cui si può rappresentare non solo il summento- 
Vato rapporto, ma ancora ogn’ altra quantità, 
come fl x” ■ • , quando sia V = a x"* . 

d V 

4 . Se X" ; sarà — = « x" * ' 

dx 



Se x^ ; 
r=x3 ; 
V=x*i 



Se r=x” . 

A4 






d X 

dV 

d X 

dV 



2 X 



dx 

dV 

d X 



= 3 * 
= 4 X^; 



2 X 



- 3 
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ax 



1 

Vz=zx^ 



V=zx 



I 



dV 

d X 

dV 

dx 



■X 



* 






E così di seguito . 

5. Quando sia V ^ ax-^ sau 

V A V = -+- a£ix-\- by -t- b A v H- 2 

:+;A2, giacché a, A nè crescono nè diminui* 

AV bAy 

scono . Dal che ne siegue — — • =-Hg- 4 - 






Az 



Ax 

ma , che s’ abbia 



Ax Ax 

Ora può richiedere un certo Proble- 



•vicnc indicato dal simbolo 
, dV bdy 



a sapere quel rapporto , che 
£ questo si 



d X 

. qualora AP, 

d X dx dx 

Ax, A^, Az tutte simultaneamente s’annulli- 
no . Se sono date le equazioni tra , ^ , x , z , 
si potrà da loro cavarne i rapporti indicati dai 

. , dy dz dV 
Simboli , — — , e ~ — . 
dx dx dx 

6. Altri Autori hanno determinato il rapporto 
deir ordinata alla sottangente per un’ altra via , 
che qui vuol essere esposta a miglior intelli- 
genza di alcune espressioni . Essi cioè hanno 
introdotte delle quantità infinitamente picciole 
per cui non altro intendono , se non se quan- 
tità le quali in confronto. di altre sono da con- 
siderarsi come un nulla , e perciò possono tra- 
scurarsi nel calcolo . Adducono ad esempio un 
granello d’arena, il quale nè ingrossa, nè im- 
picciolisce la mole d’ un monte ; una frazione , 
il di cui numeratore essendo uguale all’ unità , 
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àbbia un denominatore più grande di qualsisia nu- 
mero assegnabile , la qual frazione, a loro avviso, 
può a ragione trascurarsi , quando in certi calcoli 
debbasi aggiugnere o sottrarre da un altro numero. 

Tale anti -geometrico principio è stato da 
essi applicato al presente caso nella maniera 
seguente . Se si ha per es. V = a ( cosi es- 
si ragionano ) ; cresca F, giusta il lor linguag- 
gio , d’ una quantità infinitamente picciola , cui 
dinotano con d V ; crescerà in conseguenza an- 
che X d’ una quantità infinitamente picciola dx, 
onde ne ricavano 

dVssz a (x -f- dx) ax^-4- a a x x *4- adx^ , 
e d V 2axdx -i- adx^ f ove dx^ è il 
quadrato di dx , giacché qui pure è un 
segno e non già un fattore . Ora , giusta il 
comune principio , dx è una tal picciolissi- 
ma frazione , di cui s’ è parlato poc’, anzi , il 
di cui quadrato in conseguenza si può a più 
forte ragione omettere nel calcolo. Dal che ot- 
tengono dV:=z 2 axdxì ciò che più acconcia- 
ci T 

mcntq si esprime con — — =: aax. 

X 

7. Quest’ ultima definizione ha introdotto 
le seguenti espressioni. E’ d^F il Differenziale 
di Vy dx il Differenziale della x. Essendo dì^ 
anx”-*dxy quando F=zax", l’espressione 
anx"'* dx chiamasi il Differenziale di V , ov- 
vero di ax” . Quindi comunemente si dà la 
regola seguente . 

Per trovar il differenziale dV d' una quan- 
tità F = a X" , si moltiplichi ax" per l’espo- 
nente H, si diminuisca l’esponente d’ un’ unità, 
e s’ innalzi x alla potenza « — l ; indi si mol- 
tiplichi il prodotto rt?/x"’‘ pel differenziale del- 
la X, cioè per dx- 
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La scienza di trovare il difiFerenzlale di V 
a X" , ha quindi tratto il nome di Calcolo 
Differenzdale . Più acconciamente poteva ella 
chiamarsi Metodo delie Tomgenti . , 

Le formole del §. 4. sono comunemente 
scritte nel seguente modo . 
j. dV = nx'‘- * dx , 4. dF= — zx^^dx 

2,dV=:2xdx 5. dV= ^x~~ ^dx 

^.dVz=z^x^dx 6. dV=i'^^x'^^ dx; &c , 

e §. 5. dV =. -+~ adx -H b dy ■+■ dr . . 

8. Sia data una funzione V = xy , e si 
supponga insieme , che tra P ed x , tra V ed jy , e 
finalmente tra x ed jy abbiano luogo certe equa- 
zioni , come per es. F=x'", Vr=zayP, x *=s 
ey" . Qualora in queste equazioni non sianvi 
altre quantità variabili , fuorché F ed x , P ed 
jijXedy, le quali sieno elevate ad una potenza, 
r esponente della quale è una quantità costante, 
noi ci troviamo in istato, mediante le cose det- 
te , di determinare que’ rapporti , o grandezze , 

cui sogliono i Matematici esprimere con -7— , 



X 



dV 



d X 



dy dy 

Quando nella funzione Vezzxy, la quan- 
tità X cresca di A x , ^ di A^ , ed P" di A P, 
noi ottenghiamo P -4- A P = 

(x + Ax) (jy-+-A^) =r xjy-t-_)»Ax-|- xA^ -t-A x A^, 
onde AV y Ax -+• xAy -f- AxAy, ossia 
A V X Ay ^ 

-T =y-h-T . 

A X A X 

Ora se svaniscono nel medesimo tempo 
Ax, Ay , cioè se diventa AV=^0'=zdV , 
Ax zzz o ^ dx i Ay = o = </jy j si avrà 
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dv 

d X 

dV 



= >H- 

dy 



xdy 



ir 



+■ dy . Ma 1 ’ espressioni 



dx 

dinotano certe quantità , o rap- 



d X dx 

porti di certe quantità, i quali ponno essere 
surrogati in luogo di tali simboli: laddove il 
simbolo dy isolato non è simbolo di veruna 
quantità , ma bensì unicamente o . Quindi 
d V dy 

si ha ~—~^z=zy-^x — — . Poiché AVzizyAx 
dx dx 

A ■V» 

- 4 “ x^y -1 - Ajc è ancora — 



sere 



x-+-Ax, onde 
dv y dx 

dy dy 



si 



ùky Ay 

conchiude del pari es- 

X, giacché dx per 'se 
quantità , ma soltanto 



non esprime punto una 
un nulla . 

9. Di leggieri si vede , che queste osser- 
vazioni sulla funzione V = xy non sono pun- 
to limitate alle funzioni di due variabili , ma si 
possono applicare con ugual verità alle funzio- 
ni di tre e più variabili . Se si ha per esempio 
P = xjv « , si può sempre assumere , che tra V 
ed *, tra ^ ed V, tra T e 2 , e tra x, 
abbianvi certe relazioni , le quali esprimer si 
potranno per, mezzo di equazioni. Siamo per- 
ciò in istato di scoprire ciò , che propriamente 

. , . , ^ dv ' dV dv 

Gir si vogliono 1 simboli — — , — — , — — , 

dx dy dz 

r .. . ^ 1 

«c , e facilmente apparirà , che -7— 



dy 

dv 



dz 



dy ’ dx 



dx ’ 

5 cc esprimono alcune quantità , nel 
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mentre che dx, dy, di separatamente non al- 
tro vogliono indicare che zero . Quindi se nel- 
la funzione V=xy z si suppone ogni quantità 
crescente, si trova V = 

(ac -f- Ax) A^) (^-1- Ai) 

-f-«x Aj)-t-*^ A;i-f-;i AxAjv -4- ^ Ax A«H- 

ùiV zxù,y 

xAyAz -H AxAvA? ; c = zy-i 

Ax Ax 

xrA2; . . . xA>As 

H h zA> -4-^A2 H h 

A* Ax 

AvA«- Ora se £^V=o=zdV, àx=iO=zdx, 

dV 

£^yz=zo=idy , A«i=o = ^l«, sarà -y- zzzy 

d X 

zx dy xydz , , xdydz 

H 7 i-zdy-hydz^-^ 

dx dx dx 

dydZy e zdy = o, y dzs=:o , dydz = o , 

xdydz xdzdy ti • , s 

= — 7 = o . roiche quantun- 

il X u> X 

di dy . , ^ . 

que — , ovvero — rappresenti un effettiva 

it X d X 

quantità ; se questa però vien moltiplicata per 

xdy, o per xdz dee’ necessariamente andar a 

, , . dV zxdy 

zero ; c pero ottenghiamo — av -1- — ; 

dx I dx 

xydz 

H 7 . L’ espressione Af' = «^Ax -f- 

d X 

ixùiy •+• &c avrebbe potuto ancor dividersi 
per AjV * ovvero per A«. Nel primo caso 
dV zydx 

avremmo ottenuto — =: — — h « x -f- 

dy dy 



xydz ^ dx 

— , e nel secondo caso ■ , — =s iy -r— 

dy di di 
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dy 

-J- «X—; -4- xy . 

dz 

10. Questa regola altrimenti si propone 
nel modo seguente. Le quantità 

Az, Sic sono espresse da dV , dx, dy, dz 
Sic , ed in conseguenza queste ultime sono 
considerate bensì come quantità , ma come quan- 
tità infinitamente picciole come al $. 6. Si può 
adunque calcolare co’ simboli dV, dx, dy &c 
come con vere quantità; onde .si ottiene 

I® dV z=zy dx xdy poiché il prodotto 
dxdy di due grandezze infinitamente picciole 
da se stesso svanisce . 

2 ° dV ^zy dx Zxdy~\rxy dz\ poiché 
i termini zdxdy, ydxdz, xdydz, dxdydz 
sono tanto piccioli , che ponno trascurarsi . 

Quest’ è pertanto la regola comune . Sì 
trova il differenziale d’ una funzione di due o 
piò variabili, se si consideri ciascuna quantità 
come variabile ad una ad una , e si differenzii , 
come se le altre fossero costanti. La somma di 
tutti questi differenziali sarà il differenziai cer- 
cato . 

11. Ormai è facile il differenziare le se- 
guenti funzioni . 

Si trova d ( a x^jv" ) = ax^d[y^) -f- 
ayf' d[x'^) zzznax^y" dy-i-may” x'"‘^ dx , c 







po- 



nendo cioè fl = i, w=i, M=r— I. 

Quando poi la quantità, che deesi diffe- 
renziare è composta di più termini , allora si 
differenzia ciascun termine separatamente. Per 
esempio d[ax^ -f- h x^ c xy ) =3 ^ax^ dx 

zbxdx -I- txdy -+- cydx come pure 
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*+• h X — Y ^ zàxdx -4- bdx —— 



a c y X ^dx 
dx 



ex ^dy\t d{x^y-\-ay^ - 4 - /j’ ) 
■ — 3^ ac" d X -t- x^dy -J- 2aydy. 

La formola (a-H^x-f-cx^)* si differen- 
zia allo stesso modo che la potenza x" . Cioè 
si ha ^i(a-h^>x-*-cx^)’ = 5 (a-i-f>x-f-cx’)^ 
d[a-i-hx~^-cx^)=: 5 (a~h bx-^ cx^ )* 

{b-^2cx)dx. E d{a-^bx^y=z 

§ [a-^-bx^y d{a bx^) = i [a bx^y . 

abx dx — ^^b x dx{a-^ b x^y . 

Quando la quantità da differenziarsi risulta 
da un aggregato di potenze e di altri fattori, 
allora ciascun fattore si considera come una 
semplice variabile , e si procede colle rego- 
le precedenti . Così sarà [ x^ ( <i -f- b x* )®]= 
( a •+ bx^y d{x^ ) ~\- x^ d [a bx^y 
^x^ dx(a -i- bx^ y x^ dx(a-^bx^y , 

Di più = 

cr: [x~{~ayd (x -i- b) ~~ ^-i~{x-{~b)~ ^d (x-+-a)-*= 
(x-t-3^ — 2a) [x aydx 
' : [x^by • 

Se si avrà a differenziare una quantità ra- 
dicale , in vece del segno radicale si ponga 

r esponente rotto ; e si avrà d\/ x =: d(x^) 

r= ix~^dx, d\/x^ ==: d(x^)x=:j x~^ dx , 

Inoltre d\/ [a^ — x^ ) = d [a^ — x^)^ = 



(V d X 

V — X* 



Finalmente d [x»* V {a+bx" )^]= 
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d [jc" [a •+• hx’' ) ^ ] = dx [a'\rhx’' ) ? 

P 



tS 



• m 



x^’* dx{a ’-hhx”)^^ i e così di seguito.’ 



CAPO II. 

De/ Calcolo Differenzio • Differenziale . 



12 . Sia data una funzione V x" . In luogo 
di X si sostituiscano successivaniente i valori 
che sieguono : af-t-Ax, x-HsAx, 

X -f- 4 ùiX , X -+- 5 ^x , e così di seguito . La 
quantità, in cui si cangia -r, mettendo x+C^x 
per X si dinoti con V' , e con V" la quantità 
in cui si cangia V col sostituirvi x -f- 2 ùx in 
luogo di X , e finalmente con P*" la quantità, 
in cui si cangia V col sostituire x in 

vece di x , &c. Sarà dunque V x" 

F = (x -h ^x)« = X" -+• MX"-»A5f H x«'*Aa;* 



I. « 



n. n- 



■ I.»— 2 



. H-&C. 



1 . 2 . 3 

F"=: (x-f zLxy -H 2 «x«-* AX + — ■ . a:"-* 



1.2 



8« . « — - I . w — 2 
I. ». 3 



X” * J Ax® -f- &c 



ow.«— I - - 

F'"= {x-H3 Ax)" =2 X" -f- 3«x”-' A^-H • x’^L.x - 

1 . 2 
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27«. W — I.« — 2 



1 . 2 . 3 

Abbiamo in conseguenza 



&c. 



V'-— Vz=z ^V:=z nx"-'£^x-^ 

1 

K . « — I. « — - 2 



«.«• 



I. 2.3 



1.2 






M / 3«.w— I 



711 . « — i.« — 2 

1.2.3 



V*"— V =zLV = KAT—AJC-i 



1 . 2 

5«.« — I 



I. 2 






+ 



I9».W «I. W-^2 



, &c. 



1.2 #? 

E così di seguito . 

13. Se dalla differenza Ù^V* si sottrae la diffe- 
renza t la quantità che ne risulta si indica 
con AAF, o più brevemente con . Così 
si esprime con la quantità, che proviene 

dal sottrarre da. Quindi 

€ AP — A^=A^F = 

71. n — I. y»-*AAr^-f-i?. n — j. w-— 2.J;"*JA-V®“|- &c, 
onde ne siegue 
A^F 

r- = w. w - 1 . jc« -*-f- n.n-1. 71-2. Jf" "3 AJir-4- &c. 

AA? 

Quanto più picciole diventano Av, A^, tanto 
. . . A*F 

più 4 valore di — s’accosta alla funzione 

7i.n — i. X"-* , Ma finché Ax , aF sono quan' 

a^f 

tità , non potrà mai il valore di ^ ugua* 






Slia^ 



\ 
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gliarsi alla funzione « . i, Jf"**. Ma se sarà 
— o=i^x, e Ù,V z=zo =: dV , allora sarà anche 
=;: o , e ciò suol indicarsi con 
d^V 

Perciò abbiamo — — r- = «.« — 
d 

In luogo della quantità w.m— i.Jf'»-* suol- 

d^V 

Si più frequentemente scrivere _ j , cosi che 



dx^ 



d^V 

d 



può dirsi generalmente, che il simbolo 

indichi l’esistenza di certe quantità, e sia sur- 
rogato in luogo della quantità precedente o di 

d'*‘V 

altra simile . L’ espression medesima — ^ può 

Cv OC 

avere nissun valore , poiché zero diviso per 
zero può dare anche zero per quoziente . 

14. Abbiamo trovato precedentemente 

1. 2 • 



19 M . ;i — i.n — 2 
1.2.3 



, &c. e C^v' =3 






3 « . K — I 
I. 2 



-J- 



jn .n — \.n — z 

— —, -+-&C onde ne sic- 

I • 2 • 3 - 

gue 

\zn.n — \.n — 2 

— . &c. 

I. 2. 3 

Se dalla dififerenza si sottrae la dif- 
ferenza la quantità che risulta dalla sot- 

trazione si esprime con ù,^V . Ora poiché 
=«• w — I ,x’'''^Ux^-\rn. M— I . «— 2 . X^’^UX^ 

B 
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I4«. W— T.W»— 2.M — 3 * * . • 

— — 

1.2. 3. 4 

però troviamo 

^2 y ' — r= ù’ y= » • w — I- » — 2. 

gw.K — 1.« — 2.W — 3 . * , o 

-i_ — •+■ &c on- 

1 . 2 

de si deduce — r=M.« — i.«-— 2 Ar"*J -{- 

a n'.n — i.« — 2.M — 3 , o 

? . ar” "4^ jf -H & c ; ora 

1.2 

quando h ù^x = o=:dXy si ha ancora A** 
=zo =zdx^ , e ù^^V=o = d^y, e si ottie- 
43 y d^y 

ne , ■ = n.n — i.m — 2.Jf"-?, ove 

dx , . 

è un simbolo , per cui si suole dinotare 1 esi- 
stenza della quantità n.r. — i.« — 2.Jf"**,o 
di altra a lei analoga. 

15. Se simili operazioni saranno spinte piu 
oltre , ne risulterà 
d^'V 

^zzn.ri’-^ I. w — 2. K •— 3. a:* ^ 

dx* 

d^V 



dx* 

d^V 



= M.» — I.» — 2 . « — 3 .« — 



àx*^ 



: w. n —I. n —2. «— 3. « — 4 - ” — " 5 - 

e cosi di seguito . 

^ d'^V 

16. Se sarà y-=zx\ sara — r"— 

dx^ 

d^y ^ d^y 

Se sarà ■— r == 1 j e -7— , — z^ax; 

dx^ 

Se r=nAT'", sarà — — ^ = »i {w — i) 
dx^ 



I 
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- j - = Wi(»lr— — z)ax'^~ìf 

CL X 

d*F 

— — =zm[tn — I ) ( >M — * ) ( »^ — 3 ) a , 
a X 

e così io avanti . 

17. Comunemente questo Teorema si propo- 
ne nel modo che siegue . Se si ha, per esempio 
e si considerino dV ^ dx come vere 
quantità, sarà V~\-dVz=(x-\-dx)^zzzx^-^- 
^x^ dx ^x dx^ -+■ dx^ , e dV—^x^dx~{^ 
^xdx^-ì-dx^. Cresca ora dV della quantità 
d^V, ma sia però dx una costante quantità, 
il cui valore rimanga inalterabile a fronte 
di tutti i cangiamenti , che subir potranno dV^ 
ed Jf. Si avrà perciò dV-{-d' s{x-^dx)^dx 
Q {x d x) d x^ -i- dx^ ^x^dx H- 6 xdx^ 
-t- idx^ ^xdx^ ^dx^ -i- dx^ , onde - 
d^V •= 6 X dx^ 6 dx^ . Ma 6 dx^ ^ giusta 
il comun principio, non è che il prodotto di 
tre grandezze infinitesime , e che si annichila 
in paragone di 6 xdx^ , che è il prodotto di 
due quantità infinitesime soltanto ; si deduce in 
conseguenza d^VzxzSxdx^ e questa stessa es- 
pressione ottenuta si avrebbe , se si fosse diffe- 
renziato dy ^x^dx secondo la regola del 
§. 7. , considerandosi però dx come quantità 
costante . 

Quindi dall’essere d^V il differenziale di 
dV , e 6 xdx^ il differenziale di ^x^dx, han- 
no presa origine i nomi di Dijftreuzio-Dìjferetu- 
ziale , e di Calcolo Diff'erenzio - Dijferenziale . 

Le formole del §. 12. fino al §. 17. so- 
gliono perciò esprimersi nel modo seguente . 
d^Vzxzn.n — i.x^-^dx^ 
d^Vzxzn.n— i.n — 

B2 



1 
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d*'V^n.n—-\.n—‘ 2, « — - 3. at* 

d'V=rn.n — i.n — 2.« — 3. w — /^.x’^-idx' 
&c; e sempre dalla precedente si ricava la 
susseguente , procedendo come al §. 7. 

18. Si può supporre in ogni funzione co- 
me r = AT" , che tanto F, quanto x siano 
certe funzioni della variabile r, come sareb- 
be F = ( «I +• r» j/» , xxzzat"* &c. Inoltre si 
può supporre , che , mentre V ed x cresco- 
no secondo una legge arbitraria , la quantità 
t acquisti l’aumento costante così che i 

valori di t seguano la progressione aritmetica 
/, 

&c , frattantochè i corrispondenti valori di 
V sono F, F-4-AF, F -f- 2^F -f- A^F, 



F -t- 3AF -f- gA^F -H A’ F, &c ; ed i valori 
corrispondenti di x sono x, ar-f-Ajc, 

^ù,x X , jf-P-3Ajf -f- 3A^x-f- A’-a?, &c. 

Siano ora date le equazioni, per cui F ed 
X siano espresse per r,e per quantità costanti; 
si potrà facilmente per esse trovare le quantità, 
cui i Matematici costumano di indicar^ co’sim- 
, dx d^x dV d^V 

' dt ’ dt^ ’ dt ’ dt^ ’ 

19. Di sopra $. 12. abbiamo successiva- 
mente sostituito nella funzione F =2 x" i se- 
guenti valori di At : Jf -h Aa: , x -A 2 Ajc , x -+- 3 Ajc, 
ArH-4Aar, &c. E’ dunque cresciuta x costante- 
mente della quantità invariabile Aje. Ma può 
accadere , che la stessa Ajc cresca o scemi , nel 
mentre che cresce o scema la jc ; ed ora esami- 
neremo questo caso più da vicino.Si ha F == x" , 



F'=(jf-|-Aj;)o zssa;'' > Ax-f 



n.n- 



-Xn~ 1 



I . 2 






n.n — \ .11 



2 , 



1.2.3 



x^-ì CxX^ -h- &c. 
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SI 

r" =: ( Jf •+• -H )" = -H Z 

, 8«.H-I.«-2 , 

3 m:c"*« AJ»^H“ a«.«- i.Jf"**A>; “H JA-v^. AJf-4“&c- 

1.2.3 

A^ Jf-t-2«.w- 1 .Ar»**A3f. A^Jf ~^2n.n- 1 .M-2.X'» ? Aj:^. A^^ 

-j- jf"*»A^ jc. A^ atH- x.w - 1 .«- 2 .Jf"' 3 ^a:(a^ 

1 . 2 



Di più r' — A^ = 



n.n-\.n -2 . , ^ , 

4- .a:»-J (A^:>;)^ A^JC 

1.2.3 

6cc. 



«je»*'AAr -+- .je"*JAx’ -f- &c; 



1.2.3 



1 . 2 

c F'' —> V' = CxV' = - . 

3W.W-1 * , 7 ».m-i.m-2 , 

« jf"* * AJf -+- ^ ^ H- . X”- 3 Aat* . A* 

1.2 1.2.3 

+ 1 . Jf'»-*Ax.^^AT+ 2 H.M- I .W- 2 .*"- 3 

H- ” ” ■- x '‘-* ù ^ xA ^ x - i -».»- t . u -2. x ”^} i ^ x {^^ x }^ 
1 . 2 



n.n-x.n-2 , 9 .9.» o 

-4- .jf»*3 A Jc) A^at-H&c. 

1.2.3 

d’onde rie siegue Af'— AF= A^F5=«3c"*'A*^ 

— i.Jf"-’AA:^-f- Ti.» — I.» — 2.Jf”‘3Ajf^.Ax 

-f- 2 «.« - 1 .X"-* A>:.A^jf-t- 2 «.w - 1 .W- 2 .X ”- 3 Ajt^.A^jc 

-h — . X"- * A^ jic.^^AT-f-K.»- 1 .n-Z.x’'- 3 Ax(A^^f)^- 

1.2 

n.n-i.n- 2 ,9,9.2 .0 

H je"- 3 A x) ^ A Jf-f-&C. 

1.2.3 

Giacché F ed jc sono funzioni di /, per avere 
A^ F Aic^ 

i valori di — ; , ~—z — , &c , si dividano 

Ai' Ai^ 

tutti i termini per , con che si verrà ad 
A'r A’a: 

ottenere = wx”-* r— -4- 

ÙS c t^ 
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H- 



K.«- 



X-X"-*. ; h»-« !•« — 2.Ar«-}A;C. 7— ' 

A- jf A^jir 

-4- 2J/.W— 3 !-*»•«— ’^Jc^.-7-T- 

X 

X"-*t^^X. ;- •+• «.«— I .« — 2.Je'>-JAxA^Jf -7 — 

ìt.n — i.M — 2 , ■> 

H A:''-3^^jf^.—4-&c* 

1.2.3 

Ora se ^;r, tutte assieme s’ annullano, 

• ' • ' j 

come SI e qui presupposto ; sara dx.-j^ = o » 



1.2 



d^x.- 



d^X 



=zo,dx. 



dx"^ 

~1F 



dt^ 
d^X 

dx.d^x. — ri; — = o , d^x^ 



2 



d^X 



teniamo ■ 



dt^ 
d^V 

di^ 



dt^ 



•^o , onde ot- 



d^x dx^ 

zzznx"-^ —7 H-w.M— . 
dn dt^ 

^ V ^ . ,. dx dx^ d^x 

Cioè, se a: e una funzione di /, 7- , -rx , — -rr- 

dt dt dt 

sono segni , i quali sono posti in luogo di cer- 
te quantità , le quali vengono espresse da x e 
da r . Se ora si avessero queste medesime quantità, 
e fossero moltiplicate per dx ^ d^x, d^x.d^x, 
cioè per zero , tutti i termini , in cui oc- 
corrono tali fattori , si annullerebbero , e quindi 
dovrebbero omettersi nel calcolo . 

Di qui ne apparisce , come proceder si 
debba, quando si vogliono rintracciare le quan- 

, d^V d^V 

tità , che vengono denotate da — 7— , — , 

dt^ dt 

&c. Se Vzzzx^, sarà-^ = 2Jf-^ 
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-1- — . Se r = , Si troverà — — — = 



3^ 



dt^ 
d^x 



6x~ 



dx^ 



dt^ ■ ”■ dt^ 

d^ V d^x 

= max”-^ 



dt* 

. Inoltre V = ax" ci dà 



dt^ 






20. Se si ammettono , come d’ ordinario si 
fa, 1 * quantità infinitesime , si può proporre 
questa regola del §. i8. , come segue. 

Se per es. T= , si ha -t- 

axdx -+- dx^ , e dV ~ 2 xdx - 4 - dx^ . 

Inoltre dV~^ d^V ■=.%.[ x-\-dx] [dx-^ddx) 
[dx ddx)^ y C d^ F =1 ZXddx -i- 2 dx^ -\- 
4dxddx - 4 - ddx^ . 

Qui i termini 4dxddx , ddx^ svaniscono , 
perchè son prodotti di quantità infinitesime l’u- 
na per rapporto all’ altra , e perciò infinitamente 
più piccioli , che non siano 2xddx, 2dx^ . Dun- 
que si ha d^ F z=i 2xddx -f- 2dx^ , la qual espres- 
sione si avrebbe altresì avuta, se si fosse diffe- 
renziato dy = 2xdx , secondo la regola del §. 
IO., considerando però dx come costante. 

Le formole de’ §. 1 8 , 19, soglionsi d’ or- 
dinario scrivere nel modo seguente. 
d^y=:rtx'‘-^d^x-^n.n—-i.x"'*dx^ 
d^y=z 2 xd^x-h 2 dx^ 
d^y =z 2x^d^x H- 6 xdx^ 

d^y z=z max'”-'d^x -f- ?«(>« — i ) ax”'-*dx^y &C. 

21. Abbiamo superiormente trovato §. 8. 
A y =r JcAy -4- y^x -4- AxA^ . Se ora suppo- 
niamo, che Ax cresca di A’^ae, quando x cre- 
sce di Ax; che A^> cresca di A*^ , quando y 
cresce di Ay , abbiamo Af' -4- y = 
(jf -4- Ax)(Ay- 4 -A'y)- 4 - (y - 4 - Ay) (Ajf-+-A'x) 
-4- ( Ax -4- A^x ) ( Ay -f- A’y ) ,, o ancora 

B4 
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^ xàky -f- -4- -t* 

c A* ^ = jfA^y -4- 2 A.vA^y -4- -zAxAy -4-yA^jf 
•4- 2AyA^.x-4- A^jcA^y . Ora poiché F, Jf , y 
ponno essere funzioni di /, §. i 8 . , e la diffe- 
renza di / si può supporre costante , si^ divida 

ogni termine per Ar^ , con che si ha = 



xù!^y 

A/^ 



4* zù^x. 



A^y *Ajf Ay 



A^je 



•4- «^y 



A*x 



A/^ 



A* 3 C. 



Ar 

A^y 



A< Ar^ 

. Annullandosi 



A/^ 

tutte ad un tempo AT, Ax, Ay, Ar, diventa 
xd^y zdx dy yd^x 
— — 1 — r^-"T“"+" 1.2 



dt^ 



dt^ 



perciocché facilmente ap|»arisce 
mini zdx . ^ zdy . . r • 



r ^ / 
a, 

d^x 



dt^ 
che i 
d^y 



Im- 



dt^ 



dt^ 



dt^ 



ter- 



so* 



no tutti =: o . 

22. Se si prendono, come ordinariamente suc- 
cede, gli infinitesimi, sarà d^V=r:xd^y~^ 
stdxd^y -4- zdxdy -+- yd^x -4- zdyd^x-^ d^xd^y . 
IVIa zdxd^y , zdyd^x e d"^xd^y sono 
prodotti di quantità infinitesime di prim’ ordi- 
ne , cioè di dx^ dy per quantità infinitesime 
di ordine inferiore come d^x ^ d^y . Quindi è, 
che questi termini attesa la loro picciolezza 
ponno cancellarsi dall’ espressione precedente , 
onde si ha d^ V xd^ y -4- yd^x -4- z dx dy ; 
come si sarebbe trovato, se si fosse differen- 
ziato dVr=:z xdy y dx ^ considerando dx , 
dy come quantità effettive e variabili , e proce- 
dendo secondo la regola del §. io. 
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83. Se è costante, abbiamo 

2 AX 

2Ù^X .—^ — h 



xù^y 






A ùkt 

Onde nasce 
d^V xd^y 



Ar 



dt^ 



=z—^^ 2 dx. 

dr 



At 

d^y 2dx dy 

dt^ dt ' dt * 
ovvero d^V=sz x d^y -i- 2 dx dy . Se è costante 
Ay , si ha d^V -=yd^x 2dx dy . Amendue 
quest’ espressioni si Sarebbero altresì ottenute , 
Se in dV~z^xdy -i-ydx , si fosse nel primo 
caso trattata dy come variabile , c dx come 
costante , c viceversa nel secondo . 

24. Se nella funzione V z:zxy supponghia- 
mo che X punto non cresca , mentre y cresce 
di A>>, cd V di AV, avremo AVni^xAy- 
Se poi' jc cresca di quando Ay cre- 

sce di A^'V , ne verrà 

= (x + aa?)(a^-4- A^y) = 



Ay . 

At * 



aV 

Xù>.y 



A^V 

At^ 



AXt^y -h xe^^y 
Ax Ay 

At ' 






Atc ù.*y 



At 



At“ 



-+• AJf 



A^y 

At^ 



Se simultaneamente svaniscono Ax, A^, A/, 

d^y 





d^V 


dx 


dv xd^v 


Sara 


dt^ 

d^V 


il 


dt * dt^ 
dy xd^y 


cioè 


dt^ 


II 


di'*' d,=- 


dx.- 


d^y 


• = 0, 


ossia d^V= 



dx. 



dt 



2 » 



per essere 



dt 



alla 



qual’ espressione arrivato sarebbesi , se sf 
fosse differenziato dVz^zxdy^ considerando 
come variabile dy, e dx come costante. 

Se fosse Vz=zx~'y, e crescendo y di 
Ay , X non variasse punto , ma crescesse però 
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al crescere Ay di A^y, si troverebbe d^V=2 
y dxdy 



25. Poiché §. 21. A^ V— xù^^y -h 2AxA^y 
-+ 2 AxAy-hyA^x-^zAyA^x-^A^xA^y, 
sarà P -+- r= ( 3c 4- Ax ) [A^y 4 - A ) -+- 
2 ( Ax 4 - A * x) (A ^y-\-A^y)-\-2 [Ax + A ^x) ( Ajy + A ^y) 
4 - [> 14 - Aj)J( A x 4 - A ’ .» ) 4 - 2 (A^4- A ^’y] (A^x 4 - A’ x) 
4- ( A^x - 4 - A^Jf ) ( A^j; 4 “ A^jv) , da cui in fine 
si ricava d^ V-=zxd^ y-\-'idxd^y-\~'idyd^x-{-yd^ x. 

Di qui apparisce il metodo con cui cercar 
si debbono d*V, d^ V , d^V^ Sic. 

26. Oliando sia V =zxy noi abbiamo 
sopra trovato §. 9. Ar=: 2jvAx 4 - «xAjy 4- 
acjiA^ + ^AjvAx 4-_jiA^ Ax 4 - 5 cA>»A« 4 - AxA^A? ; 
onde si ricava 

AT4- A^P=(«4-A?)(y4“A;') (Ax4-A^x) 
4-(« 4-Ax) (x4-Ax) (A>>4- A'y) 
4 - ( X 4 - Ax ) (y 4- Ay ) ( A5 4- A^5 ) 
4- {z 4- Az) (ax “1“ A^y) (Ax 4 - A^ 
4“ (y 4- A>’) (A? 4- A^^) (Ax 4- A*' x) 
4- 4- AxJ (Ay 4- A^y) (A^ 4- A^?) 

4- (Ay4-A^y) (A^54-A^«) (Ax 4 -A^x) 
c finalmente 

d^V=zzy d^x^-zdx dy -\~‘2y dx dz xyd'^z 
4- xdydz 4 - xdzdy 4- xzd^y 4- zdxdy . 
Ed in questo modo si trovano d^V, d*Vt ^c. 



X" 



27. O^^^^do sia y" = —5- , si trova 

a 



m 

= ay , 



ddx 



a n 
m ^ 



n 

m 



^ ddy 
dt^ 



an / n \ 

— ( O y 

m \m / 



n 

m 



n 

an tn 



dy^ - - 
• 7 ^. Ma — y 
dt^ m 
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dx 



pero 



ddx 

dt^ 

n 



dx ddy 
dy ' 






dt^ 



an y n \ 

— ( O y 

m \ m / 



m 



dy^ 

JF 



ovvero 



ddx dx d dy ayi /n \ 

dt^ dy dt^ in \m ) ^ 



n 

m 



dy^ 

dt^ 



ciò che comunemente si esprime cosi: 

n 
m 



dyddx — dxddy 



dy^ 



an / n \ m , 

= — ( — — ijy dy. 

m \ m J 



n 

m 



n 
2 



Ma^(— l'Jy"* dy 
^ nt J m \m / 

— Perciò Ay j^’‘—'txddy _ 

\dy/ dy^ 



• dx 



» simil maniera si può facilmente di- 

mostrare, che è ^ — 'l = ~ . 

\ dx ) dx^ 

Sia y" ~ x'" )’• ; similmente si 

^ ' 1 / \ dxddy dy ddx 

.rover, .(— )= ^ . e 

j y dx ^ dyddx — dxd dy 

Kd^)'- 7 * 

28. Se V z= a X”' -4- h x’’ si trova d^ V = 
max'^-^ d^x -f- m[m—‘\)ax"'~'dx^ -\~brx'-* d^x 
-t-^r (r — i) . Ma se ^x sarà costan- 

te , s’ .avrà d^ V = m[m — \ ]ax'”--dx^ -i- 
f(>' — i]bx'-^dx^ i e d^ Vx:zm{m — 1)(>«— 2 )x 
ax"*- i dx^ -+- r(>- i)(r — 2) bx'-i dx^ ; Òic. 
Sia x" (a -f- »:)” > sarà V -4- Ù^V — 
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(x-t-^x)'"(a*4-je-f- Lx]” . E se ^ Jf è co- 
d^V 

stante, si troverà = « (m— i) x"> 

+ w (m — x)" -f- 2mnx'"-'{a^ x)"^* 

V 

e — = »*{»/-— I ) ( m — 2 ) x'"' 3(rt H*. a:)" 

a 

w ( M — I ) ( « — 2 ) Jf'" (a-4-Ar)''-i-f- 
%mn[n — i ) ■ * ( a H- x )" ** ; &c- 



CAPO III. 



Dei Differenziali delle funzioni circolari. 



29. rima di mostrare come si differenzino i 
seni , coseni , e le altre funzioni circolari biso- 
gna , che dimostriamo la seguente proposi- 
zione . 

Presa una curva qualunque AMZ , e preso 
in essa un arco M m che sia la differenza di 
zìa/, se da JW, ed m si abbassino le ordinate 
jl/P , mp sull’asse Ap, e si tiri la corda Mnt^ 
questa sarà sempre minore dell’ arco , eh’ essa 
sottende . Dunque il rapporto dell’ arco Mm a 
M <1 sarà sempre maggiore del rapporto della 

corda Mrn alla stessa Mq-y cioè sarà >. 

ù,x 

J- • • V 

— — . Ma se Mq diminuirà, os- 

^ X 

sia se il punto m s’ anderà avvicinando al pun- 
to Mi questi due rapporti tenderanno ad ugua- 
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gliarsi l’un l’ altro, finché giunte 

al limite delle loro diminuzioni, si trove- 
ranno perfettamente uguali, e quindi = 

-^dy^ ) ds 

^ — , o semplicemente — = 



A 



t ~h 



dy 

dx^ 



la qual formula oltre al som» 



ministrarci il metodo di differenziare le funzio- 
ni circolari , sarà da noi nella seconda parte 
di questo libro applicata alla rettificazione delle 
curve . 

30. Sia AMB un semicircolo , in cui far- » 
co AM =: (p, l’ascissa o senoverso AP = at; 
il seno dell’angolo ACM, cioè l’ordinata PM 
=jy; il raggio AC-z=:r, onde y^=i2rx — x^. 

• j- dy r — a : dy^ 

Quindi ne segue — ^ = . e 

dx y * dx^ 

(r — x')^ 

y^ 

Abbiamo precedentemente trovato per ogni 
ds ir dy^ 



linea curva 






Però 



3 i ha nel cerchio 

dx \ zrx — x^ ) 

= V — = , 

2YX — x^ y/ (jzrx — ) ' 

Ma è il senoverso dell’ angolo <p , e 
\/(jzrx — - y ne è il seno. Perciò è 

do r 

"7 = , ovvero i <p = . , , 

a . sen. v . cp sen. tp ” 

sen. t; . q> ) 

— •• » d’ordinario si esprime, 9 



Digitized by Google 




30 

. , do.sen.o . 

finalmente ^ = rf(scn.v.<p). 

r 

31. Ma cos. <p = r — sen. v.(p, quindi 

, , ^9 

•— o.cos. ffi = rf. sen. x».(p, e = 

— a cos. 9 

V 

ciò che comunemente espresso con 



sen. <p 

d<S sen. 9 

a cos. 9 = — da questa regola : si 

trova il differenziale del coseno , se si moltipli- 
ca il differenziai negativ'O dell’ arco pel seno , e 
si divide pel raggio . Tale espressione è im- 
propria . Cercasi la quantità , il cui simbolo 

. , d.cos.q) r 

SI c ; , ossia il limite del rapporto fra 

a<p 

le differenze dell’ arco , e del suo coseno , e tal 

sen. 9 

quantità trovasi essere = — ~ 

dy 

32. Abbiamo di sopra trovato 

dx 

y~—x. , . d.sen.<p 

• , che SI può anche esprimere con 



cos. 9 



Ma perchè 



d(p 



sen. 9 
quindi d. sen. 9 = 



r.d sen. v . 9 
d 9 cos. 9 



d . sen. V.9 

X. 1 

> 



sen. 9 
, e ne deriva la 



regola: Il differenziai del seno è uguale al dif- 
ferenziai dell’ arco moltiplicato nel coseno , e 
questo prodotto diviso pel raggio. 

33. Qualora vogliasi trovare il differenziale 
della tangente d’ un arco 9 > raggio sia 

== r , è d’ uopo ricordarsi , che tang. 9 == 
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Y sen. (P „ . r sen. (p 

•. Se SI ponga 



= y, sarà 



cos. (p ■ ~ cos, (p 

y sen. <p = y cos. 9 , e sen. <p = ^^9 cos. 9 
yd(p sen. 9 

= dy cos. 9 — , onde ne nasce 



dy = d<p 



cos. 9" 



sen. 9 ^ 



d<p 



d. tang. 9 = 



cos. 9^ 
d(p 

cos. 9' 



COS.9 



1 » 



cioè 



; ciò che suole enunciar- 



si così; il differenziale della tangente è uguale 
al prodotto del quadrato del raggio nel diffe- 
renziale dell’arco, diviso poi pel quadrato del 
coseno . 

34. Il differenziale della cotangente si tro- 
va nell’ ugual maniera . Cioè si ha cot. <p = 

r cos. 9 r cos. 9 

. Si ponga = V » e sarà 

sen. 9 sen. 9 

r cos. 9 y sen. 9 , e ri (cos. 9 ) =syi ( sen. 9) 

. V j y Ì9 cos. 9 

dy sen. 9 ; cioè — - « 9 sen. 9 zse 



“t”iysen. 9, ossia — Ì9sen. 9 •— 



Ì9 cos. 9^ 



= dy sen. 9 , ossia — • 



sen. 9 

Ì9 ( sen. 9^ -4- cos. 9^} 



sen. 9^ 

dy . E finalmente dy = d . cot. 9 = 
r^Ì9 Ì9 . cosec. 9^ 

sen. 9^ r^ 

rt . * 

35. Si ha sec. 9 r= . Se si fa 



cos. 9 cos. 9 

= y , sarà o =z y.d cos. 9 -1- iy • cos. 9 , ossia 

r i 9 sen. 9 , , , 

7 — = dyz=zd. sec. 9 . Dunque d . scc.o 

cos.9‘ T n Y 
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<?<ptaog.<P __ ^?<ptang.q>5ec. <p 
cos. 9 

36. Poiché cosce. 9 = » trovasi 

’ sen. 9 

cot. 9 — ^9 cot.9 cosec.9 

d . cosce. 9 = — • ’=^ 2 • 

sen. 9 r 

37. A fine di mettere sott’ occhio tutte 
queste formule si è aggiunta la seguente tavola . 

Abbiamo 



d<p = 



rd . sen. V. 9 
sen. 9 



e /i.sen.u9=: 



d<^ sen. <J) 



— r^/.cos. 9 , -^f9sen. <p 

do ss e » cos. (p = 

^ sen. 9 r 

y^i.sen. 9 i <i9COS. 9 

do = ^ c » sen. © =s — 

^ COS. 9 r 

- cos. 9*- tang. 9 . r^/i9 

^ ^ cos. 0 

r’^i.tang. 9 ' , _ ^9.scc. 9* 

do = V" c <f.tang-.(p=z: ■ • 

^ sec. 9^ >■ 

— sen. 9^<^. cot. 9 , -r^d 9 

<i'P= 

— r^d. cot. O ■ , ~d(f.cos€C.m^ 

d<p = ^ 1 — erf.cot.<p= ■ ' s •' 

cosec. 9 ^ 

cos. 9 . . sec. 9 ' 1 ^Ì 9 tang. 9 

^ tang. 9 ^ eos. 9 

r^d.sec.O . /i 9 • tang. 9 • s®c . 9 

do=: cfl.scc.<p = — — 2 

^ tang.<p.sec.<p ^ »• 

— sen.<p.<i.cosec.© , -dO cot.9 

do 5S= e </.coscc.©= 

^ cot. 9 ^ sen. 9 

— . . cosec. 9 ^ -—d 9 cot. 9 cosec. 9 

do 53 ■ — ^ c rf.cosec.© 55 : — ■ „2 ' 

’ cot. 9 cosec. 9 y 

38. 
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38. Ne’ seguenti esempi si suppone U rag. 
gio uguale all’unità. Trovasi perciò 
^.cos. 3<p = — gei 9 sen. 39 
d . cos. m 9 = — md<^ sen. m 9 
d . cos. 2 9 = — id(p sen. i 9 
d . sen. m(p zss tnd(j> cos. m 9 
d . sen. i 9 z= 2^9 cos. J 9 
d . sen. ^ 9 = i 9 cos. £ <p 
d . {sen.9. cos.h) =; cos.«, scn.9-t-sen.9 , d.cos.H 
= J9 COS.9. cos.K— sen.« sen.9, 
^ . sen. 9'" = t» sen. 9"» - ‘ . sen- 9 = 
md(p cos. 9 sen. (p”* ■ < 



w4q> 

«. tane. W 9 =: ^ 

* ^ cos.»i«p^ 

</.tang. <p . tang. u = tang. tp . d. tang. k -f- 

tang.9 tang. M/im 

tang. u.d. tang. <p = 2— H 

cos. M COS. 

4 . (tang. w 9)” w ( tang. m 9 )"•* /i . tang. »/q) =z; 
w K (tang. m 9)"-* /i 9 

( COS. w 9 

e così si proceda in tutte le altre fornaole di 
questo genere , 



CAPO IV, 

Dei Diffìerenziali Logarìtmici , 

39. Se jc, y sono due quantità variabili, 
amendue crescenti , ma in modo che durante il 
loro incremento abbiano fra se costantemente 
lo stesso rapporto per es. di a;i, e che tali 

C 
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34 . . 

quantità vadano accostandosi ad altre due quan- 
tità costanti A , B in modo , che quando Xz=iA, 
y diventi =B; sarà a:h::A:B; ossia le quan- 
tità A , B avranno fra se quello stesso rapporto , 
che serbano fra loro costantemente le quantità 
X , y nel loro rispettivo incremento . 



Imperciocché se x:yi:a:b, sarà xzzz 



ay 



Supponghiamo ora , che x sia cresciuta di tan- 



to , da diventare 



A i sarà pure A = 



ay 



aB 
Ir ’ 



giacché nel medesimo tempo anche y é 



diventata = B . Da qui ne siegue aih:: A:B 

40. Se X ed y durante il loro vicendevole 

incremento si mantengono costantemente eguali 
fra se, sarà pure a-zzzb,t quindi ^ ; cioè 

a dire i Limiti , a cui s’ accostano le variabili 
eguali ed y, sono in tal ipotesi scambievol- 
mente eguali . 

41. Sia una curva GF ^ le cui ascisse Aa, 
Ab, AB &c siano in progressione aritmetica , 
e le ordinate AG, ac, bd , &c. in progressio- 
ne geometrica. Tal curva si chiama Logaritmi- 
ca, perchè le sue ascisse sono i logaritmi dell’ 
ordinate . 

Se si prende il punto A per origine delle 
ascisse, le ascisse verso indicano i logaritmi po- 
sitivi, quelle a sinistra di A i negativi . Sia 1 ’ ordina- 
ta AG = I , e il logaritmo di questo numero 
= o. Le ordinate ac, bd, &c rappresentano 
dunque dei numeri interi , nel mentre che le 
ordinate al di quà di A rappresentano delle ve- 
re frazioni . Poiché la curva alla destra di A 
va sempre più scostandosi dall’ asse delle ascis- 
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se , e alla sinistra dello stesso punto sempre 
più vi si avvicina ; però tutte le ordinate a si- 
nistra di A diventano sempre più picciole di 
AG, e conseguentemente diventano porzioni 
della medesima , e poiché AG=: i , esse ven- 
gono ad essere parti dell’unità, cioè frazioni 
proprie . 

42. Si possono assumere due Logaritmiche, 
l’ordinate delle quali seguano la stessa progres- 
sione geometrica , ma le cui ascisse formino 
due fra se diverse progressioni aritmetiche ; quin- 
di è chiaro, che qualsisia numero può avere 
quanti logaritmi si voglia , Si può altresì con- 
servare in amendue le Logaritmiche una sola e 
medesima progressione aritmetica , ma poi sup- 
porre diversa in entrambe la progressione delle 
ordinate . Dunque ad un sol logaritmo appar- 
tengono tanti numeri , quanti si voglia . 

43. Sia a fi una Logaritmica. L’ ascissa F‘g- 4* 
MC si ponga =x, e si supponga che questa 
cresca della quantità costante £^x, così che le 
ascisse seguano la progressione x , x C^x , 
x-h2ùx, x-i-sùkX, 5f-f-4^>r, &c. 

Ai- punti a, c tirinsi le tangenti Fa, , 
le quali taglino 1 ’ asse MN in P c Q. Si con- 
ducano inoltre le ordinate' Aa, Cc; con che si 
può dimostrare , che i segmenti dell’ asse rac- 
chiusi fra le ordinate e le tangenti , saranno 
uguali fra se , cioè che sarà FA = QC , che è 
quanto dire , che la sottangente nella Lo- 
garitmica è di ugual lunghezza in tutti i di lei 
punti , ossia eh* ella è costante . 

44. Si prenda e si guidino le 

ordinate Dd , e sarà, attesa la natura della 
Logaritmica, Bb:Aa::Dd:Cc. Pe’ punti c, d, 
e per «, i si menino le rette de, t ha, e si 

C2 
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prolunghino, finche incontrino Tasse in e 
e sarà qDiqC:: Dd: Cc . 

Inoltre pS :pA ::Bb:Aa. Conseguentemente 
qD:qC: :pB:pA , e qD — qC:qCi:pB~—’pA 'pA^ 
cioè CD : qC: ;AB : pA . E perchè abbiamo sup» 
posto AB =:z CD A* , sarà altresì qC=pA . 

Immaginiamoci ora , che il punto D s' acco- 
sti al punto C, e il punto B al punto A, ma 
sempre in modo che le linee CD, AB rimangano 
fra loro uguali ; rimarrà pure uguale il rapporto di 
Dd-.Bb a quello di Cc'.Aa, e sarà in conse- 
guenza di bel nuovo qCz:spA. Ma le linee 
QC, PA sono i limiti, a cui si avvicinano con- 
tinuamente le linee qC,pA-, e perchè queste 
variabili qC, pA in ogni loro cangiamento si 
conservano sempre uguali , anche i loro limiti , 
cioè le sottangenti QC , PA saranno scambie- 
volmente uguali; ossia la sottangente nella Lo- 
garitmica è una quantità costante. 

45. Sia pertanto « fi una Logaritmica , la 

dx dx 

cui sottangente Siha^-— =a,e — 

**✓ 4/ 

= , ciò che si suole esprimere così : dx =3 

y : 

ddy . , • ' 

— , e da cui si ha la regola : Si trova il diffe- 

y . , . • . 

renziak dell’ asci-ssa nella Logaritmica, se si di- 
vida il differenziale dell’ ordinata per T ordinata 
stessa , c si moltiplichi il quoziente colla sottan- 
gente di quella Logaritmica , di cui x ed y so- 
no le coordinate. Ora poiché l’ascissa è il lo- 
garitmo dell’ ordinata , è chiaro da ciò , corno 
trovar si possa il differenziale d’un logaritmo. 

Supposto 4=1, otteniamo dxz^^ , e tal 

y 
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supposizione sarà conservata rte’ seguenti pa- 
ragrafi . 

46. Qualora sia * = log. y , si trova dx =: 

dy d X 

. Così sarà pure J.log. * = — ;<^log.(a-f-x) 

=r — ; d . log. ^ ^ i log. a -*• 

a~^x ^ \^a~ì-xj ^ ° 

t I ^ 1 d[a~^x\ dx ■ 

log. «H-x 1 ' =ts — . 

a-j-x a~hx 

t dx 

Inoltre d.ìo^. — :=^d[ log. i — log. *:)=: — j 

X X 

#1. log. X^zssd[7, log. JC) — 

W . log. xy = i { log. X -h log. / ) = — -I- ; 

X y 

4 /. log. — = </(log.Jf — \o^.y):=s— 1 

y ° ' X y 

a^i-x dx dx 

- 4 - d^-f-x*' 

1, x/t 9 . 1. xdx 

dAog.y [a^-^x^]=——^ — — 5T= T *': — T 

Finalmente d . log. [ x»" ( a+bx* )p ~\=:d[m log. x 

, 1 «.1,-1 npbx"-'dx 

’-^p log. ( )] =: H ; — ; &C. 

X fl -t- bx^ 

47. Ormai è facile il dififerenziare certe 
funzioni nelle quali i seni , coseni , tangenti &c. 
sono affetti comunque da logaritmi. Se per es. 

si ha y =3 log. sen. ® , sarà dy — - . Ma 

sen, 9 

C3 
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3 » . , 

d 9 cos. <p . , o t 

i.sen.9= — ,pero 

— jy cot. 9 _ Laonde i. log. sen. <p = ^ 

Se jy =: log. cos. <p , 

_^<psen.> _ — o, 
r cos. <p r 

i . tang. q> 

Se = log. tang. y , sara dy = “ 

.. f _ 



d <p cos. <p 



, ^ . cos. m 

sara dy = — ■ = 

cos. <p 



r^dm 



Y d 



tang. q> cos. 

/i . log. tang. y ; &c. 



Sdì* ^ • cos* 



CAPO V. 

Dei differeniiali delle quantità esponenziali. 



48. O^hiamansi Quantità Esponenziali , quelle 
che sono elevate ad una potenza, il cui espo- 
nente è una quantità variabile. Tali sono 
y* , &c, che sono esponenziali del prim ordine , 

e y z^‘ ì &c. che sono del secondo y c cosi 
di seguito . 

Qualunque quantità , come y si può con- 
siderare come r ordinata d’ una Logaritmica , e 
perchè X può essere la differenza fra quest’ or- 
dinata e r ordinata principale = i , perciò si 

può legittimamente supporre b^ =z 1 •+■ X . 
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49- Noi qui assumeremo come dimostrate 
dall’Algebra due famose serie , le quali ci por- 
geranno i soccorsi per giungere al nostro sco- 
po, la prima delle quali si è quella, che ci 
presenta il valore del logaritmo iperbolico d’ un 
numero qualunque espresso generalmente da 
j -f- X , ed è la seguente : log. ( i -f-x) zrz 



x‘ 



X - 



X' 



x‘ 



X 



1 1 :: h &c. 



2 3 4 5 6 

La seconda che suol dedursi dalla prece- 
dente ci dà il valore ,d’una quantità esponen- 
ziale qualunque , ed c y log.b -f- 

y^[\o^.b]^ , .>^(log.^)3 y^llog.b)^^ 

1 1 1 + &c 

2 2.3 2.3.4 

intendendo sempre, che si tratti di logaritmi 
iperbolici , e che la sottangente della logaritmi- 
ca sia =r I. Quindi se sarà e quel numero il 
cui logaritmo iperbolico = i , sarà pure 



y y^ v’ 

2 2.3 



+ 



--1-ec. 



, 2.3.4 2.3-4-5 

50, Sia dunque z=.ì^ . Se jy cresce di 
Ajv, anche z crescerà d’una certa quantità, che 
si suole esprimere con ò.z. Trovasi = 

\b -i). Ma per la seconda delle serie 
,Ay Ay2 

esposte b ^ — i = Ay log. b-i — { log. b 

Ay’ 



H ( log- b )* -1- &c , dal che ne viene 

2. 3 

y A 

Az s=zb Ay log. b -f- "(log- -4- 

2 

.. . . . .C4 
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J, t 

^ ( log- ^ * -i- , ovvero — = b log. b 

2.3 y 

2 3 ^ 

Se diventa Ay = o = /iy , Sara pure A^ =s 



oz= dzy e — = log. b » che d’ ordinario si 
dy 

esprime con dz = b^dy log. b , é per essei'e 
y log. b il logaritmo di b^ ne nasce il canone : 
Si trova il differenziale d’una quantità esponen- 
ziale di prim’ ordine , se si moltiplica la mede- 
sima pel differenziale del suo logaritmo . 

51. Sia ancora z=y‘. Crescendo simulta- 
neamente tutte queste variabili si avrà z -4- Az ^22 

(y-t-Ayf'^^^ e A2=2 (y-HAy)^"*“^^ — y* 

= (y-4- Ay)»(y-h Ay) ^ — y» . 

Ora per giungere all’ espressione del rap- 
porto — ^ , e quindi di — Sarebbe d’ uopo 
Ay dy 

svolgere in serie i due fattori (y-f-Ay)',' 

(y-HAy)^^, l’uno colla formola nesVtoniana , 
l’ altro coll’ ajuto di amendue le serie sopra ci- 
tate; ma il processo del calcolo è sì lungo e 
complicato , che giudichiamo meglio d’ ometter- 
lo , e dimostrar invece il, teorema seguente. 

Sia proposta da differenziare la funzione 
«=:£, ove E indica una quantità esponenziale 
di qualunque ordine . Sarà in conseguenza 
log. z = log. E , e differenziando ( §. 45 , 46 ) 

dz dE dz pj, r 

• — “ — , ovvero dE=zE-^ ^ E. d . log. E ; 

z E z 

cioè qualunque sia il suo differenziale sarà 






Digilized by Googl 




41 

sempre uguale al prodotto della stessa E nel 
differenziale del suo logaritmo ; nè v’ ha limita-* 
zione alcuna alla generalità di questa proposi- 
zione . 

52. Se fosse pertanto sarebbe dE 

= y { log. >•' ) z=: y d{t log. y) ^ 

/ I I \ 1- 

y‘^dt log . y -h — J , 0 meglio = 

/ ^ 1 d/ X 

y(j. + |0g,;v.-). 

Sia inoltre E=y*\ sarà dE=zy*'‘d [log. yf") 

irz y* “d ( log. y ) ; e se quest’ ultima formola 
si svolge opportunamente col sussidio del pre* 

, . , dE 

cedente caso , si troverà — ; =. 

dy 

„ r I u dt du-\ 

y, ,q_4.-iog.y.- + log. 

Se fosse y = e, e.ssendo e quel numero 
che ha per logaritmo iperbolico 1’ unità , sareb- 
be nel primo caso ^ = e se fosse nel se- 
condò y=r== e, sarebbe ^ poiché 

dtt 

€ in no.stro arbitrio il dividere dE per dt o 
per du, piuttosto che per dy , qualora lo porti 
il caso . 

Ormai siamo in istato di differenziare 
le formole seguenti . , 

d (a* -+-y^ ) = a*^*log.«H-y^ f—^-{-dz log.y) . 

d (a^ -+-x^ )* = (a^ -4- )*• di (a^ )* =r. 

(a^ -i-x^ )*(dxlog. 
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CAPO VI. 



' Delle Sottcmgenti y e Sottonomiali » 



53. Sia AMZ una curva qualunque a coordina* 
te ortogonali. Si ponga l’arco l’ascis- 

sa AP=zx, l’ordinata PM=y. Se l’ascissa 
verrà ad acquistare l’ incremento Pp = Ax , an- 
che l’ordinata crescerà di qntxxAy , e l’arco 
' AM di Mm zrz As . Si conduca la secante mMS , 
ed al punto M la tangente TM . Per essere il 
triangolo mMq simile al triangolo MPS sarà 

C^y:Ax:’.y:PS,òndt PS=y — . Ora quan- 

Ay 



to più il punto m s’accosterà al punto M, 
tanto più il rapporto di MP;PS s’accosterà al 
rapporto di MPiPT, e tanto più la sottosecan- 
te PS alla sottangente PT; onde se il punto 
j/t coinciderà col punto M, cioè se diventerà 
Axxx:o=.dXy Ayzzzo-xxdy y la sottosecante 
si confonderà colla sottangente , e si avrà PT 
dx 

y- » formola generale , nella quale sostitui- 
dy 

dx 

to a — il suo valore cavato dall’ equazion dif- 
ferenziale della curva proposta, s’avrà l’espres- 
sione della sottangente . 

Nella Parabola, in cui y^z^iaXy si trova 



iy ydx 



dx 

dy a' dy 
alla sottangente. 



2y‘ 



lax 



zx 



\ 



\ 
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Quando sia , come nell’ Ellisse , y* ss 

, 2. ^ y^^ 

-(« -* )» Sara — = — — , c 

«a 



2»,a 



dy 



dy 



a'-y 

b^x 



— - 4 -*: 



X 



54» Al punto M della secante MS si con- 
duca la perpendicolare MR , e la perpendicolare 
MJiC alla tangente MT ; con che MK sarà la 
Normale , e PK la Sottononnale . Abbiamo l’ a- 
nalogia tnq : Mq:: PM: PS . Ma per essere il 
triangolo MPS , simile al triangolo MPR, si 
ha MP: PS:: PR: MP c quindi ancora mq:Mq:: 
PR:MPt ossia Ay:ùx:iPR:y, d’onde Piì=: 
yAy 

Ax 

Ma quanto più il punto m s’ avvicina al 
punto M, tanto più anche il punto R s’avvi- 
cina a ir, e quando nt cade sopra Mt cioè 
quando £^x=zo = dx,e quindi anche Ay = o 
=zdyy allora PR si confonde colla sottonorma- 
ydy 

le PK=: — - — , che è 1 espression generale 
dx 

della sottonormale nelle curve , le cui coordina- 
te sono vicendevolmente perpendicolari. Nella 

Parabola è y ^ i a , e nell’ Ellisse -p s=s 
^ dx dx 

b^x d^ b^x 
a^y ’ ^ dx 

Da questa formola si può facilmente deter- 
minare la normale MK. Nella Parabola per e$. 
sarà MK =z V { «* -h t «^ ) • ec. 

55. Facciamo di passaggio un’ osservazione 

. dy dx ^ . . . 

su 1 rapporti Se si prolunga la tangente 
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TM fino all* incontro ^ in N èoll’ ordinata pm 
prodotta, risulterà l’ angolo Nntq = MTP, onde si 
avrà r analogia Mq : Nq : : PT : PM: : i : tang.^^g'. 

dx dy 

ossia y-r :y:ii:tzng.NMq, onde-r = 

dy dx , 

dy 

tang. NMq rs: tzng.MTP ; cioè y esprime la 

dx 

tangente dell’ angolo formato dalla curva { che 
è quanto dire dalla sua tangente in un punto 
qualunque ) coll’ asse . Similmente si mostrerebbe 
dx , 

essere -r la tangente dell’ angolo formato dalla 
dy 

curv'a coir ordinata corrispondente . E perchè 

"‘"‘"IT 

/M ^ taneente dell’ angolo formato dalla 

h /,,/t.^P AX ^ 

corda Mu colla perpendicolare Mq^ si vede 
• Ay 

ancora » che il rapporto — *- è minore del rap* 



*# ah* 



dy 

porto *7 . 
dx 



C^x 



CAPO VII. 

Del Massimo o Minimo valore d* una fmzione . 

56. X-Jna delle più interessanti e più belle ap- 
plicazioni del Calcolo Differenziale si è il meto- 
do di determinare il Massimo o il Minimo valo- 
re d’una funzione. Il vantaggio d’un tal meto- 
do s’ estende a tutte le parti della Matematica , 
e con esso si sono fatte delle scoperte delle 
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più interessanti . Ma prima di esporre ' una tal 
teoria , ci è d’ uopo di premettere un teorema , 
senza di cui quella non potrebbe trattarsi ' fon- 
datamente . 

57. Sia y una funzione di x , e si supponga 
che mentre y diventa successivamente y -4- Av,- 

ossia y -+- 2^y -+■ 

&c, X acquisti sempre l’aumento costante Axn 
Quindi diventando 

* > y diventerà 

ac-f-A* y-+-Ay 
3C-H- 2A* y -I- 2Ay H- A*y 

x-f>3Ax y -f- 3 Ajv - h sA^y -H A’y 
X -I- 4 Aac y 4Ay -h 6 ùk^y -+- 4A’y * 4 - A*y 

jc -f- kAjc y -4“ »Ay A — _ 



•A y-f- 



Se dunque si chiami Y ciò che diviene y, 
allorché x è divenuta -H « A x , sarà 7 =: 



, n,n — i.M — 2 

y H- « Ay H A*y H .A’y 

^ 2 • 3 

"H — f— A”y • 

Questa serie si trasformi nella seguente 

V , ^y w-w — * « A^v 

Y .A *^. — — 

Ax 2 A*^ 



V . ‘-*3' 71.71— r . 

Y =y-f.»A*. — .A *^. — — 

Ax 2 A*^ 

7Z.77— 1.7* 2. • A^V 

-t- ^7^ indi 

I • 

posta 7/ 2= — — • , s’ avrà di nuovo Y r=: 
m 

m Ax V. 2 771^ 2?« ) A x^ 
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Questa fonnola è sempre vera , qualunque sia 
il valore di Ax; ma allorché = o — dx ^ 

sarà altresì A v = o </y , onde — = — — , 

ùx dx 



A^y d^y 
Ax^ dx^ ' Ax^ 



A’y d^y 



dx^ 



t &c. ; inoltre 



è in nostro arbitrio di supporre , che diminuen- 
do continuamente Ax, ed , si abbia simul- 
taneamente Ax=zo, 7»r=o. Chiamiamo per- 

Ax 

tanto q ciò che allora diviene , e sarà q 



m 



come Ax una quantità costante. 

Ciò posto , se nell’ ultimo valore di Y in- 

Ay A^y A’y 



vece di 
dy 



&c. si sostitui- 



A X ’ A x^ ’ A x^ 
d^y d^ y ■ Ax 

sca -7^, -3—r“'“TV» ® invece dx , 

dx dx^ dx^ m 

si cancellino 

que’ termini che restano tuttora moltiplicati per 
Ax, Ax^, Ax^, &c, la formola diverrà 

-dx 2 dx^ . 2.3 dx 

^ . o. 

• ] 7 ”i” &C. . . _ . 

a.3.4 - 

Per maggior generalità chiamiamo Y ciò 
che diventa y, allorché x si cangia in xdbj; 

« V 

è chiaro che avremo Y = y -+• q . - 4 - 

. dx 



t-,£zU 

2 dx ^ 



d^y 



d^y 



2.3 dx ^ 2 • 3- 4 dx ^^ 



ec. 



(*) Questa famosa serie, che dal suo inventore 
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58. Premesse tali osservazioni passiamo ot- 
«nai al nostro argomento. 

Qualunque volta una funzione di x cresce 
fino a un certo grado , al di là del quale torna 
a decrescere di bel nuovo , tal funzione ha ac- 
quisuto il suo massimo valore . Essa perunto 
dee essere di tal indole , che , se in lei in luo- 
go di X si ponga x -f- ovvero xr — - dee 
nascere in amendue i casi un valore più pic- 
ciolo , quantunque q possa essere picciola, quan- 
to si voglia. In questo caso si dice, che vi 
ha un Massimo. Ma se la funzione* decresce 
fino ad un certo valore della x, poi di nuovo 
ricresca , dicesi aver essa acquistato un valor 
minimo , ovvero esserci un Minimo . Se si in- 
troducono anche per questo caso le precedenti 
sostituzioni , sì r una , che T altra produrranno 
de’ valori più grandi . 

Le ordinate nel cerchio e nell’ Ellisse van- 
no crescendo , finché quelle s’ uguagliano al 
raggio , queste al semiasse minore . Al di là di 
questi punti le ordinate di amendue le cur- 
ve tornano a diminuire : tal sarebbe 1 ’ esempio 
pel primo caso, cioè pel Massimo. Al 'secon- 
do servano d’ esempio le equazioni — zx 
-t-3=y, e x^ — iox-+- 6 o=y. Impercioc- 
ché se si pone nella prima equazione x = i , 
.sarà y zzz 2 . Se si popga invece di x un nu- 
mero più grande , o anche più picciolo , si 
troverà in amendue i casi un valor più grande 
per y . Lo stesso succede nella seconda equazio- 



di Taylor si chiama , è di un uso frequente , e noi 
aggiungeremo in fine dell’ Opera la dimostrazione' della 
stessa estesa dal P. Fontana ai numero di tre e più 
variabili , la quale per'la sua generalicà merita di esse- 
re esposta con ordinato dettaglio . 
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ne . Si ponga in essa jc =: 5 , e sara >> e= 35 • 
ogn’ altro valore di x induce in y un valor 
più grande . 

59. Noi additeremo in questo Capo come 
ritrovar si possa il massimo , o minimo valore 
d’ una funzione , e d’ onde si possa conoscere , 
se il valor ritrovato sia il massimo, o il minù 
mo di essa; ma lin^itiamo soltanto le nostre 
ricerche a quelle funzioni , in cui un valore di 
X appartiene ad un valore di y . 

60. Qualora sia y una funzione uniforme 
della 3 c , si - trova nel modo seguente , se tal 
funzione abbia un valore massimo o minimo . 
Se in luogo di x si sostituisce x -f- 5 , la fum 

dy 

zione y si cangia nella seguente ’J “H 

• d^y ^ d^y 



> • 2 

y.4- 



dx^ 

d*'y 



+ 



?-?-3 

9’ 



dx^ 



dy 



e se 



1.2.3.4 dx* i.a.3.4.5 dx^ 

pongasi x—q invece di at, la y si cangerà in 



dy 



r 



I . 2 



d*y 



d^y 

dx^ 



d^y 



1-2.3 

dy 



dx^ 

• 6cc. 



mo , 

jL. 

I . 2 



1.2. 3.4 dx'*' 1.2.3.4.5 dx^ 

61. Nel caso pertanto che y sia un Massi-? 

ély 

è d’ uopo che sia y ^ y + g'. •7 

dx 



jy 

dx^ 



9 ^ 



1.2.3 




1.2.3-4-5 dx* 
dy q 

y>-y-'i-z-^~ 



1.2 dx 



&c, e nel tempo stesso 

dy q^ d^y 
dx^ 



i-?-3 
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d^y 
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-4-&C. 



1.2. 3.4 dx* 1.2. 3.4.5 dx^ 

62. Ma se y è un Minimo , dovrà essere 

. dy d^y q^ d^y 

y ^ y-hq-y -i ~'~TT J ' j3’+‘ 

dx 1.2 dx^ 1.2.3 dx^ 



1.2.3.4 



d*y 

dx* 



q' 



1.2.3.45. 
,2 



d^y 
dx^ 



-h &c , e al- 



tresì y <Jy — i_ 

dx 1.2 dx^ 1.2.3 dx^ 



d*y 



dy 



&Cc. 



1. 2.3.4 dx*^ I.2.3.4.5' dx^ 

63. La quantità ^ si può supporre tanto 



picciola, che la somma de’ termini 
q^ d^y 



dy 



1.2 dx^ 
&c. consecutivi dopo il secon- 



1.2.3 dx^ 

do sia più picciola del secondo termine. Se 
dy ^ 

dunque è simbolo d’una quantità positiva, 



la serie y -f- ^ 



dy 



dy 



dy 



dx 1.2 dx^ 1.2.3 dx"* 
&c. Sara incontrastabilmente maggiore di y. 



Ma la seconda serie y^q.-^ 4. ~ — . — ^ 

^ dx 1.2 dx^ 

q^ d^y „ 

• j - “+- &c. sarà minore di y . 

1.2.3 dx^ ' 

o • dy 

Se poi ^indicherà una quantità negativa, 
si avranno le due serie 

dy 

dx 1.2* dx^ 



dy 



dy q 

y-^q.y — 

1.2 






1.2.3 dx ^ 



•&c. 



D 
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so 



iy 



— - 

dx 1.2 



d^y 



d^y 



-&e. 



dx^ 1.3.3 
delle quali la prima è minore di y , maggiore 
la seconda, poiché si può supporre q tanto pic- 
ciola , che la somma de’ termini dopo il secon- 
do sia più picciola di questo secondo termine . 
Da ciò è chiaro , che y non sarà nè un 

dy 

Massimo , nè un Minimo , fin tanto che •t’ es- 

dx 

prime un’ effettiva quantità. 

64. Ma se la quantità rappresentata da 

^ è zero , ciò che si dinota col porre ugua- 
dx dx 

d^y . , 

le a zero ; e se rappresenta una quantità o 

positiva , o negativa , se ne ottengono le due serie 






■ T d\ 
yd-— . — i+r 

1.3 dx* 1.2.3 

ydz^— 

1.3 



d^y 

dx^~ 

d^y 



d^ 

1 . 3 . 3.4 dx* 



et &C. 



d*\ 



d^y 

dx^~^ 1.3.3 dx^ 1 .2.3.4 dx* 



&c. 



Se q sarà nuovamente considerata così pic- 
cola , che la somma de’ termini , che vengono 

, . d^y . ... 

in seguito al termine — . , sia più picciola 

di questo termine medesimo , allora amendue le 
serie saranno maggiori di y, purché dino- 
ti una quantità positiva ; e in tal caso la fun- 
zione y avrà un valor minimo . 

d^'y . . , . , 

Se poi — r- indicherà una quantità negati- 
dx* 

va , le due serie saranno minori di y , cioè sarà 
y un Massimo . 
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65. Ma sia ancora la quantità, che viene 
d^y 

espressa da ' > eguale a zero , ciò che si 



dinota col porre 
q3 d^y 

y±i 



d^y 




= o , per CUI SI ottiene 
fc &c. 



dx^ 

q*t d^ qi d^y 
dx* 2.3-4-S 



y-^2.i’dx^' 



q” q' éh. 

2.3.4’ <f*^”^2.3-4-5* dx^' 



t&c. 



sarà perciò la prima serie maggiore di y , mi- 

d^y 

nore la seconda , sempre che dinoti una 

quantità positiva . 

Ma se ^ esprime una quantità negati- 
va , sarà la prima serie minore , e la seconda 
maggiore di y\ avvegnaché si può supporre q 
tanto picciola, che la somma de’ termini dopo 

M • q^ d^y . . 

li termine — . sia minore di questo ter^ 

2.3 dx^ ^ 

mine stesso. Non avrà pertanto la funzione in 

entrambi i casi nè un massimo , nè un minimo 

valore . 



Qualora sia 



d^y 



:o,ma 



d*y 



dinoti 



dx^ ~ ’ ' dx* 
effettivamente una quantità , allora le due serie 

d*y 

saranno maggiori di y , purché — sia positi- 



va ; e minori amendue di _j> , se 



dx* 

d^y 

dx* 



sia ne- 



gativa; poiché si può prendere q tanto piccio- 

D2 
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la , che la somma de’ termini dopo 

2.3.4 dx ^ 

sia minore di questo termine medesimo . 

^ d*y 

Se rappresenti una quantità positiva, 
la funzione y sarà un Minimo , sarà poi un Mas- 

d*y 

simo, se ^ - rappresenti una quantità nega» 
tiva . 

66. Da queste riflessioni, che senza alcuna 
difficoltà si possono estendere a più termini 
ancora , se ne deducono questi corollari . Quan» 
do la funzione debba aver il valor massimo, o 
, . . dy 

minimo , la quantità indicata con dee essere 

uguale a zero. 

d^y 

Se poi dà una quantità positiva, y 

. . • d^y ^ 

è un Minimo ; ma se - - dà una quantità ne« 

aOC 

gativa, y è un Massimo, 

d^y , d^y 

Se — 2= o , e per 1 ’ opposto ~ — è qual- 

dx dx^ 

che cosa , non vi ha nè Massimo , nè Minimo , 

• dy 

benché sia 7' = o . Da ciò è evidente , che non 
dx 

dy 

ogni volta , che sia =: o , ha luogo un Mas. 
simo, ovvero un Minimo; ma che dee essere 



dy 

T =0. 



acciò possa esserci o il Massimo o il 

Minimo . 
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Oliando 



d^y d*y 

— ^ = 0, ma - , 
dx^ dx^ 



va , ^ è un Minimo ; un Massimo se 
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è positi- 

V 



dx* 



negativa . 

Il criterio 

c 



se 



dx^ 



per assicurarsi del Massimo si 

d^"'y 

o generalmente 



d^y 



dx*^ 



dx^ 



sia una quantità negativa , ove 2»; esprime qua- 
lunque numero pari ; il criterio pel Minimo c , 

d^y d*y d^'^y 

quando ° guneraimcnte — 

sia una quantità positiva. 

67. L’ artifizio pertanto , con cui si deter- 
mina il massimo , o il minimo valore d’ una 
funzione , consiste nel differenziare la data fun- 
zione , e nell’ uguagliare a zero la quantità 

dy . . , . 

espressa da , indi da quest’ equazione deter* 
dx 

minare il valore della x. 

Comunemente si usa di dire, che per tro- 
vare il Massimo o il Minimo d’ una funzione, 
si deve porre il di lei differenziale =: o. Ma 
ciò induce la falsa idea , che il differenzia- 
le d’ una quantità non sia realmente e per se 
stesso uguale a zero , ma si debba supporlo sol- 
tanto per la ricerca del Massimo o del Minimo. 
Però io dico espressamente , che si deve porre 
dy 

a tal effetto — =0, ma non mai nè dxzszo, 
dx 

ne dy o . 

68. A porre in miglior luce questo meto- 
do si sono annessi quegli esempi sì geometrici 

E>a . . - . 
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che analitici , che ci son sembrati pili oppor- 
tuni , 

Sia proposto da prima il Problema : Spez- 
iare un dato numero a in due parti tali , che 
il prodotto di queste parti diventi un Massimo. 
Sia X una di tali parti , a — a: 1 ’ altra ; e il lo- 

dy 

ro prodotto = flAT — x^z=zy. Perciò ^ = o 
ddy 



c= a — 2X y e 



dx^ 



== — 2 , che è una quan- 



tità negativa. Tale funzione adunque ha un 
valor massimo , e questo ha luogo, quando 
x=ia. Laonde ax — = Dunque il 

massimo prodotto dèlie parti x, ed a — del 
numero a è il quadrato della sua metà. 

69. Questo problema si può proporre piò 
generalmente così: Debbasi spezzare una data 
quantità a in due parti tali , che il prodotto 
d’una certa potenza dell’ una nella stessa o in 
un’ altra potenza della seconda diventi un Mas- 
simo. Sia X una delle parti, ed m l’esponente 
della potenza, a cui viene alzata. Sarà dunque 
la seconda parte a — a: , e supposto n l’ e- 
sponente della sua potenza, il prodotto delle 
due parti sarà at™ ( a — Jf)" =y ; d’onde ne 
d/v 

aiegue -p = — wAT'”(a — jf — *)” 
dx 

£=o, e (a — a:)" =7iAr'"(a — Jf )”** jossia 



nt[f!~—x\s:xnx, e finalmente = X . 

nt -4“ w 

70. Se dopo aver determinato un Massimo 
o un Minimo col valore ritrovato della varia- 
15116 , lo stesso Massimo o Minimo risulta ne- 
gativo; ciò vuol dire ; che quello non appar- 



Digilized by Google 




ss 

tiene al caso in questione , ma bensì al caso 
direttamente opposto , ove hanno luogo le stes- 
se condizioni , ma in senso contrario . 

Debbasi per es. dividere la retta in 
un punto C in modo , che il quadrato di 
diviso pel segmento BC dia il quoto minimo 
possibile . Sia la data retta . 4 B = a , = Jf, e 



= — JC,‘e il quoto 



= y , onde 



a — X 

ne segue ( z* — x ) x =: o . Ciò dà tanto a:=o, 
quanto x = za . Se questo secondo valore si 



ponga in 



questo quoziente si converte 



a — X 

in — • 4a; onde il Minimo non appartiene al 
caso presente . Se si consideri più attentamente 
l’espressione x= za, si vede, che il punto 
C non può cadere tra e B, ma che la qui- 
stione può soltanto risolversi , allorché il punto 
C cada al di là di B sul prolungamento della 
Cioè se x , BC non sarà più = 

a — jc, ma bensì x — a, e il quoziente 



Ne 



viene pero in conseguenza 



X — ~ a 

— zaa: = o, ossia x=;2a, c questo valo- 
re sostituito nella formola dà 4a, che è il quo- 
to minimo, che ottener si possa dividendo 42^ 
per a . 

71. Si debba fra tutte le linee, che si pos- 
sono tirare per un dato punto D dell’ angolo 
y 4 BC, determinare la posizione di quella, la 
quale formi co’ lati di quest’angolo il minimo 
triangolo possibile . 

Per il punto D si conduca la retta DG 
parallela ad AB, e per lo stesso punto si con- 
duca come piace la retta Bf . Sopra £C si cali 

D4 



Fìf. y. 



rig f» 
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il perpendicolo D/C, e dal punto £, ove si ta* 
gliano le due £F , AB , si cali il perpendicolo 
EL. Le linee BG , DK si suppongono note. 
Però sia BG — ct', DKz=zh, e fiF==x. 

Dalla similitudine de’ triangoli BEF, GDF 
si ha GF’.DF:: BF:EF e dalla similitudine de- 
gli altri triangoli DFK, ELF si ha DF:EF:: 
DK : EL , ossia GF : BF:: DK : EL , cioè x —a:x 

b X 

b : EL = . L’ area del triangolo BEF 

, ^ X —a 

" , bx X \bx^ . 

. — = ; e latto questo valo- 

X — a 2 xr — a 

, dy \bx^ — bax 

re = jv . Sara — z= — ; -r— = o , onde 

dx [X — a)^ 

si ricava x = 2 a . Se pertanto prendasi BF = 
ita =z 2BG , la retta FDE , che passa pe’ punti 
D ed F, racchiude cogli altri due lati il mini- 
ino triangolo possibile . 

72. Fra tutti i triangoli di ugual perime- 
tro , e di ugual base , determinar quello , che 
ha la massima superficie. 

Sia AB = a , e il perimetro del triangolo 
' ABC = c . Si abbassi la perpendicolare CP, 
e si ponga APz=zx, CP = y , e sarà pure 
PB = a — X-, AC =z (^x^ y^ ) , e CBxxz. 

— iax x^ -F- y^) . Quindi si ha 
V (^^-+-:V^)- 4 - — 2aAr-Hx^-i-jy^) H-a = c, 
ovvero y^]-{- ^ [a^ — tax~k- x^~\-yP) 

xxic—-~a, dalla qual’ equazione si trova 
c*"- — 4ac’ + 4 a^c^- 4 - 4 at — 4c^x^-8a^cx-H8a'CX^ 

4a^-f“4c^ — 8ac 

La superficie del triangolo è — , e se ^ 

» . \ . a^y^ . 

è un Massimo, sarà pure un Massimo 

4 
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— 4a^c^AT^ — 8«*caf +8«’cJf^) :(i6a^ -l-i 6c^-^ 
32ac) ; onde praticato il metodo de’ Massimi , 
si trova 4ii^c^-—8a^c^A; — Srt^c-j-ióa’cxzrro. 
Quest’ equazione ridotta alla minima espressio- 
ne ci dà AT=|rt. E però il triangolo ricerca- 
to è isoscele . 

Si conduca una perpendicolare sul mezzo 

C (t 

della AB, e dal punto B con raggio = 

2 

si descriva un arco , il quale tagli la perpendi- 
colare medesima nel punto C; indi tirate le 
rette CB , e CA, si ottiene il triangolo ABC, 
il quale fra tutti i triangoli di ugual perimetro» 
e di ugual base ha la superficie massima . ^ 

73. Generalmente, quando fra tutti i tri- 
angoli di ugual contorno si debba cercar quel» 
lo , che ha la superficie massima, si osservi , 
che dee sempre essere AP =: x =r i a . Per lo 
che si ha zy (ia^ y^ ) = c a, e y =2 

. E poiché questo fra tutti i 
triangoli di ugual contorno ha la massima su- 
perficie , deesi differenziare 



= — in modo che si consideri la sola a co- 
* 

me variabile; ciò che ci dà y(c^ — - 2«c) — i 

-77^ = o j ossia — 2ac = o , e final- 

mente a = 

Dall’ avere precedentemente trovato x = 
^a, ed ora azx:^c ne risulta, che il triangolo 
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dee essere equilatero. Dunque tra tutti i trian- 
goli, che hanno lo stesso perimetro, T equilate- 
ro è quello, che racchiude la massima super- 
fìcie . 

74. Fra tutti i parallelepipedi rettangoli di 
ugual solidità P , e di cui uno de’ lati della 
base sia a , trovar quello , che ha la minima 
superficie . 

, Pongasi X l’altro lato della base, onde sa- 
rà la superficie di essa=ajc. Sia ^ l’altezza, 

e sarà axy P , e y z=. — , Se si moltipli- 

ax 

chi quest’altezza prima per a, indi per *, si 
avranno due prodotti , la somma de’ quali ugua- 
glierà la metà di tutta la superficie laterale , e 

. . . . 2 2 b^ 

quindi la superficie intera 2ax H 

X a 

e=Min. Dopo la differenziazione si trova a = 

e X =z\J — , e quindi y(z=— — \ = 
a ' \ ax J 

/ b^ b^ 

, V V — • Laonde il parallelepipedo 

a x^ a 

in quistione avrà un lato della base = a , c 

b^ 

r altro lato ugual all’ altezza s=r y — . 



a 

75. Si procede similmente per risolvere il 
seguente problema . Fra tutti i cilindri retti di 
ugual superficie b"^ determinare il massimo in 
capacità . 

Se è il diametro della base , y l’ altezza 
del cilindro , posto 1 : c il rapporto del diame- 
tro alla periferia, la superficie di esso compre- 

se ambedue le basi sarà = H = 
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La capacità del cilindro , cui chiamo v sarà 
cx^y 

4 



ex 



2 

Dunque 

2h^ 



Sara v 
dv 



Dunque per essere cxy =: 

b^x cx^ 

— = Mass'. 



b^ 



8 



3 C 



dx 4 

. Ma per essere dalla primiera equazio* 
b^ X .^3 b*' 

- 7 ’ ' ^ “ 

b^ x^ 

— -f- — , sostituendo il valor ritrovato di x^ , 
c 4 

sì trova facilmente = , onde 

3f 

Laonde fra tutti i cilindri di ugual superficie, 
quello ha la massima capacità , l’ altezza del 
quale s’uguaglia al diametro della base . 

Il Problema inverso , di trovare cioè fra 
tutti i cilindri di ugual solidità a-* quello che 
ha la minima superficie , non contando però 
che una delle sue basi , si risolve così . Chia- 
mando come sopra x il diametro della base , 
y r altezza del cilindro , sarà la superficie cer- 



cata = cxy -f. 



cx^ 



Ma per essere la capa- 



cx 



cità a* = y , e quindi y = 






perficie , che chiamo s sarà = 



cx‘ 
4 n* 



la su- 
cx^ 



Min. ; onde =: > 
dx 



X 4 
= la qual 
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equazione ci dà = — , onde y( ere — £- 1 

Ve V ex / 



r= , e pero X-.yw 



2 a 



::2ti; cioè 



3 

Ve 'sj e \J e 

r altezza del cilindro di minima superficie deve 
uguagliarsi al semidiametro della base. 

Dunque ne’ mortai di camera cilindrica , la 
cui altezza sia uguale al semidiametro della ba- 
se , la polvere agisce il meno possibile contro 
le pareti laterali della camera . 

76. Cercasi ora il massimo in solidità fra 
tutti i cilindri iscrivibili in un dato cono retto. 

Sia rappresentato il cono proposto dal tri- 
fìg. S. angolo ABC, che passa pel suo vertice e pel 
diametro della base , e sia il diametro BC =s 
2Ì, l’altezza AD — a. Indi si tiri per un pun- 
to qualunque F la MM parallela a BC, c da’ 
punti M, N si calino le normali MP , NR 
sulla base BC , e supponiamo che il rettangolo 
MPRN sia quello , che passando per 1 ’ asse se- 
ga il cilindro cercato per metà. Sia PM^i^zy, 
BP-=x. Per i triangoli simili ABD , MBP sarà 
AD: BDt: PM: BP , ovvero a:b::y:x\ e quin- 
Ctx 

di jv . Sarà poi il diametro PR della ba- 
b 

se del cilindro cercato == 2PD = 2{^ x) , c 
posto I : c il rapporto del diametro alla circon- 
ferenza, 2c[b — x) sarà la circonferenza della 
base cilindrica, e c[b-—x)^ ne sarà l’area, c 
finalmente la solidità, cui chiamo s 



tt c 



x[b — x)^ z=z acbx — 2acx^ 
b 



acx^ 



JYIass. 



ds . 3 rt c X 

- = ; — 

b 



% 



Digilized by Google 



ordinando quest’ ultima equazione si ha — 
dalla quale si hanno due va- 
lori per X , cioè x=z b , x=z b , de’ quali non 
ha luogo che il secondo; giacché se ponghia- 
mo il primo nell’, espressione del diametro della 
base cilindrica essa diventa =o. Per lo con- 
trario facendo uso del secondo , troviamo il 
diametro = 2 ( — x) = 2(b — 5'i’)=f.26 

* = § BCj e r altezza y = t= f ^ AD . 

b 

Se si prenda pertanto sull’ altezza JD una por- 
zione -=z^AD, e pel punto F si meni la 
parallela MN alla BC , questa determinerà i 
punti M, N ne’ lati del triangolo, da’ quali ab- 
bassate le perpendicolari MP, NR, verrà for- 
mato il rettangolo MPRN ^ da cui è facile il 
passaggio al cilindro. 

77- Aggiungiamo un problema puramente 
numerico . Domandasi qual è quel numero x , 
la cui radice di grado x è un Massimo ? 

X Jl 

Si ha tosto >JXt ossia x^=y=Mass. , 



- . I 



onde à. jf* = X* ^l.log.x* zzz x’^d. — log. x 

OC 



dy . Sviluppiamo colle regole date questo 



differenziale ; e sarà 




x I — log- \ , 1 

Ì; = * ( ■ • ) =®. la q«al equa. 

zione dà log. x = i = log. e, ed x := e , es- 
sendo e la base de’ logaritmi iperbolici . 

78. Per mostrare più generalmente l’ uso 
della teoria stabilita di sopra, prendiamo ad 
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esaminare quale debba essere il valore di af, 
acciò la funzione generale (x a)" y di- 
venti un Massimo , ovvero un Minimo . 

Sia primieramente n =r i , e sarà x — et 

dy ddy 

— = I , onde , 
dx dx^ > 

nel caso di « = i la funzione proposta non 
sarà mai nè un Massimo , ne un Minimo . 

» dy 

Sia » = a , cioè ( — a ) = , c -r— =3 

dx 



— y > e =: I , onde — ^ = o . Dunque 



a ( X — rt ) = o , onde x =: a. 



ddy 

dx^ 



= a j 



quindi sostituendo a in luogo di x nella fun- 
zione (x — questa diverrà un Minimo. 

Sia « = 3, e (x — a)a=y, e però ~ 

ddy 

a=3 (x-— a)^ = o, e quindi x=:a; ma 

= 2.3(x — a) = 2.3(a — fl) = o. Dunque 
non si può conchiuder nulla, e bisogna proce- 

d^y 

dere alla terza differenza . Ora — : — r* = 2 • 3 » 



d*y 



dx^ 



c ^ =■ o . Pertanto si raccoglie con sicu- 

X 

rezza, che (x — a)’ non può mai essere nè 
un Massimo, nè un Minimo. 

dy 

Se w=4, avremo (x— a)* =y; — 

d X 

= 4(x — a )3 = o, e x = a; = 

d X 

3 . 4 (x — a)^ =;3.4(a---a)^=:o. Manca 
dunque il criterio opportuno , e perciò è d’ uo- 
po passare ad un’ulterior differenziazione. Si 
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ha pertanto 



d^y 



^3 

=:2.3»4(^ — «) = Oj da 



CUI X : 



d*y 



:2.3*4; e perciò (ae — n)* 



’ dx* 
sarà un Minimo . 

Poniamo ancora k = 5, onde (jf— -a)»' 
li V 

= y, e — j — = 5 ( Jf — a = o , da cui si 



ha di nuovo Jf = a , e 



ddy 



= 4.5(jf — a)» 



= o. Non potendo nulla conchiudere; andiana 

d^y _ 

più oltre. Abbiamo = 3 . 4. 5 (a: — a)* 

d*y 

= o , onde ancora a? = a , e , ■ =s 

dx* 

2. 3. 4 ( af — fl ) = 2.3.4(a— -alsrao. Siamo 
quindi di bel nuovo alla necessità di indagare 
i differenziali successivi . Procedendo dunque 

. . dW d^y 

avanti si trova -r-r = 3 . 3 . 4. 5 , e -7-^=0; 



dx' 



dx^ 



per lo che la funzione (ar — a)^ = y non po- 
trà mai essere nè un Massimo , nè un Mn 
nimo . 

Dall’ andamento di queste operazioni , che 
si ponno continuare ad arbitrio , se ne racco- 
glie generalmente, che la funzione (x — aY—y 
non sarà mai nè un Massimo, nè un Minimo, 
ogni qual volta n sia dispari, ma potrà bensì 
esser soltanto un Minimo, qualora n sia pari. 

79. Oliando le indeterminate di un pro- 
blema sieno più di una , si deve osservare ge- 
neralmente, che la soluzione de’ problemi di 
tal natura si agevola moltissimo coll’ assumere 
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da principio un numero più picciolo di varia- 
bili , poi a poco a poco considerar come tali 
quelle quantità, che da prima si prendevano 
come costanti. Se per es. devesi spezzare un 
dato numero in tre parti tali , che il prodotta 
di queste parti sia un Massimo , si proceda , 
come segue . 

Se n è il numero dato, x, y due delle 
parti in cui si vuol separare , sarà a — x — y 
la terza parte , e il prodotto di tutte e tre sarà 
axy — x^y — xy^ . Ora invece di considera- 
re a; ed y com^ variabili , non considero al 
presente come tale che la sola x. Quindi ritro- 
vo ay — 2 xy = J,y (a — y )■* . Adesso 

differenzio per rapporto alla sola y , ed otten- 
go i(« — y)^ — |y {«7— y) = O, da cui tro- 
vo y == 5 « . Laonde i tre fattori sono tutti 
uguali fra se , e ciascuno j a . 

80. Per esercizio de’ Principianti si aggiun- 
ge una serie di problemi tratti da diversi Au- 
tori , e le cui soluzioni si troveranno sparse 
nelle loro Opere . 

I. Qual è il numero , che ha col suo lo- 
garitmo il rapporto minimo ? 

U. Qual è l’arco, che moltiplicato pel suo 
seno , dà un Massimo ? 

X 

III. Quahd’ è che la frazione — di- 

I -f- ^ - 

venta un Massimo, e quando un Minimo? 

IV. Qual è il massimo de’ triangoli iscrivi- 
bili in un circolo sopra una corda data? 

V. Qual è il massimo in solidità di tutti i 
cilindri iscrivibili in una data sfera ? 

VI. Qual è il massimo in superficie dei 
coni iscrivibili in una data sfera ? 
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VII. Dato di posizione un cerchio per 
rapporto a due punti collocati fuori di esso , 
determinar un punto sulla sua circonferenza , 
da cui condotte le rette ai punti dlìti, la som- 
ma di queste sia la minima possibile . 



CAPO Vili. 

Del Raggio di Curvatura, 

8i.Se si immagina, che lungo* il perimetro 
della curva ABDF , concava dalla medesima 
parte , sia attaccato un filo ABDF , di cui un 
estremo sia fìsso in F, l’altro sia te.so lungo la 
tangente BA , e che si faccia muovere l’ estre- 
mo A tenendolo sempre teso, e staccandolo 
dalla curva £DF, si vede , che l’ estremo di 
questo filo descriverà in questo movimento una 
curva AHK . Ciò posto la curva BDF si chia- 
ma r Evoluta della curva AHK , e le porzioni 
rettilinee AB, HD, KF del filo si chiamano 
Faggi deir Evoluta , o Raggi di Curvatura , o Rag- 
gi Osculatori della curva AHK. Suppongo eh© 
due raggi di curvatura HD, KF si taglino in 
un punto JC, e che da questo punto come cen- 
tro, con raggio uguale all’unità, si descriva 
r arco a b . Dopo tal definizione è chiaro che 
quanto più il punto K s accosterà al punto H, 
tanto più il rapporto dell’ arco a b all’ arco HK 
della curva s’ accosterà al rapporto , che passe- 
rebbe fira lo ste.sso arco ab, e un arco descrit- 
to dal punto J£ come centro , e con raggio 



Fig. f. 
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E= XHi rapporto , che non è altro che 
quello di i : XH , cioè quello de’^ raggi cor- 
rispondenti , e che , per T accostamento conti- 
nuo di'iik verso H, e quindi di AX verso DH, 
si approssima continuamente a quello di i:DH, 
cioè deir unità al raggio di curvatura . Si vede 
adunque che il rapporto dell’ unità al raggio di 
curvatura è il limite del rapporto tra l’ arco 
abt e r arco HK della curva . Ma l’ arco a b , 
o piuttosto r angolo HXK non è che la diffe- 
renza dell’angolo HV 4. formato dalla normale 
HF, coll’altra normale AV situata sull’ asse : im- 
perciocché crescendo AH di HK ^ 1’ angolo 
HVA cresce di HXK ; e quindi questo è la ve- 
ra differenza di quello, e perciò l’arco ab sarà 
la vera misura di questa differenza . Il rapporto 
pertanto dell’ unità al raggio di curvatura sarà 
il vero limite del rapporto fra le differenze^ 
dell’ angolo HVA , e dell’ arco AH della curva ; • 
onde chiamando i? il raggio di curvatura, do-' 



vrà essere R 



d. AH 
d. HVA ' 



d’ uopo osservare , che allorquando la 
curva è concava verso l’asse, come nella figu- 
ra qui annessa , gli angoli formati dalle norma- 
li coll’asse vanno crescendo allo scostarsi dair 
origine delle coordinate ; e per lo contrario 
questi angoli stessi vanno diminuendo nelle 
curve convesse . 

Chiamando dunque s l’ arco AH ^ si ha (*) 



(•) Condotta pe’ punti H, K la secante SHK, e 
pel punto H la. tangente 77f, e la parallela a 
RH, e finalmente la HO perpendicolare sopra KQ,, si 
vede , che il rapporto della corda HK a HQ tanta più 
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ds:dx\: i:stn. HVA ^ t ds : dy :xi :cos. HVA ^ 
dalle quali analogie si ricava facilmente 

, J.sca.HVA^ 

1SZ^)=— 5^-' 

*+~ dy , , 

R zi;z i ove 4 segno -f» vae per le 

^.(rD , 

curve concave , il segno — per le convesse , 
dx dx I 

Ma _ ,• X 2-1 » 






e 4 



// JC, 



©) 



' [»(£)■] 



"[-(Dì 



dx \ dx J 









^ 3 



E? 



si accosta ai rapporto dell’arco HK a HO, quanto^ 
più K s’accosta ad if, e che questi rapporti diverran- 
no uguali all’ annullarsi di HO. Ora il rapporto della 
corda HK : HO ha per limite il rappprto di HT : PT, 
ovvero di HV:PH‘, dunque il rapporto di HT'.TP , 
ovvero di HViPH, che per la similitudine de’ triango- 
li HTP, PHV è lo stesso , è il limite del rapporto fra 
la differenza dell’ arco AH , e dell’ ascissa AP ; cioè 
ds : dx :: HV: PH:: i: sen. HVA . Si vede del pari, che 
il rapporto di HT: HP , o di HViPV è il limite del 
rapporto fra le differenze dell’ arco AH , e dell’ ardi» 
nata PH, onde ds:dy:: HV: PV : : i : cos. HVA , 
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Pertanto R = 



, essendo il 



segno — per le curve concave , il segno 
per le convesse , 

Ponendo in luogo di -4- ^ ^ 

il suo valore ~ — - , si ha un altra espressione 

d X 



pel raggio di curvatura , cioè 
R= 



Finalmente osservando che d,HVA è al- 



— d cos. HVA 



’-ds.di 



&) . 

-,S1 



tresì 

sen. HVA dx 

troverà facilmente un terzo valore di JR s= 
^ dx 

fdy 



m 



Se per cs. AH c un arco di cerchio di 
raggio r , stando alla prima delle tre formo- 

le, dall’equazione si ha 

dx 

1 \ — dx 

\Z(2rx^x^y ‘^\d^)'~^~ 

■' ( 2 rjf — 



onde to- 






{zrx-—x^f- 
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sto SI vede essere R = r, che vuol dire, che 

il raggio di curvatura è lo stesso che il raggio 
del cerchio , ovvero che 1’ evoluta del cerchia 
non è che- un punto, che si confonde col cen- 
tro . 

Nella Parabola! , la cui equazione è = 

dy a ,/ dy \ 

a Jf , SI trova — — = ; , d ( 1 = 

dx 2\lax ’ \dx) 

X 1 

— ardx 



4JC 



perciò R = 



dx 



4xJ 



— 



X 2 

dx.a^:4x^ 



= (4Jf ■+• a)^ 
2 



82. Mediante il raggio dell’ Evoluta si può 
paragonare la curvatura , che ha una curva in 
un punto , a quella che ha in un altro qualurì- 
que. La curvatura che ha una curva in un suo 
punto è la stessa, che avrebbe un circolo, che 
passasse pel punto medesimo, e che avesse per 
semidiametro il raggio stesso dell’Evoluta, e 
questo suol chiamarsi Circolo Osculatore ; la cur- 
vatura del quale è sempre come in tutti i cir- 
coli in ragion inversa del raggio. Per lo che 
se si volesse paragonare la curvatura d’una Pa- 
rabola nell’ origine delle sue ascisse , a quella 
eh’ ella ha , quando 1’ ordinata passa pel fuoco , 
si rifletta , che nel primo punto ^ == o , onde 
2 

/ (4je-t-a)^ ^ ^ . 

R ^2= — — ^ Sara al presente = | n ; 

nell’ altro punto poi , per essere a: = , diven- 

ta R r= a V 2 . Sarà quindi la curvatura del primo 
punto a quella del secondo %:hcr.‘, Z’.i. 

E3 ' 
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Fig- lo. 



CAPO IX, 

De Punti d' Inflessale e' di Regi'essOt 

IlorqùàhBo'” una curva APK è in parte 
concava, c in parte conv'cssa verso una retta 
AP , il punto F, che separa la parte concava 
dalla convessa > si chiama Punto d' Inflessione ^ e 
la curva - prosiegue in allora il suo andamento 
dalla stessa parte AE . 

Quando poi la curva dopo esser giunta in 
F, torce il cammino all’ indietro , e va per 
FA', il punto F dicesi Punto di Regresso . 

È chiaro che nelle curve che hanno un 
punto d’ inflessione, crescendo continuamente 
l’ ascissa AP , cresce del pari la parte AT dell’ 
asse , intercetta fra l’ origine delle ascisse , e il 
punto di concorso della tangente coll’ asse , 



(*) I punti di regresso sogliono dividersi in due 
specie ; la prima delle quali si ha quando due rami di 
curva si oppongono scambievolmente la loro concavi- 
tà , 0 convessità ,• la seconda , che suol dirsi di Re- 
gresso a becco d uccello, si ha, allorché i due rami si 
abbracciano opponendosi la convessità dell’ uno alla 
concavità dell’ altro . Il Sig. Ab. de Gua negò 1 ’ esi- 
stenza de’ punti di questa specie , e trasse nella sua 
opinione la massima parte de’ Geometri de’ suoi tempi. 
JVla Eulero in una Memoria inserita negli Atti dell’ 
Acad. di Berlino 1749, rilevò il delicato errore di questo 
chiaris. Geometra, e giustificò il March, de l’Hòpital, 
che avea insegnato il primo 1’ esistenza di questi punti 
«islle curve. 
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lincliè il plinto P vada a cadere sul punto P, 
dopo di che questo segmento torna a diminui- 
re. Quindi si vede, che risgUardando AT co- 
me una funzione dell’ascissa AP , essa deve 
diventar un Massimo AL^ allorché il punto P 
cade sul punto cercato E. 

Nelle curve dotate d’un punto di regres- 
so, crescendo il segmento AT , cresce altresk 
r ascissa AP ^ finché il punto T coincide col 
punto L , dopo di che stesso> di- 

minuisce di nuovo . Considerando adunque AP 
come una funzione di AT, quella deve diveni- 
re un Massimo al confondersi del punto T col 
punto L. 

Sarà duoque nel primo caso , per essere AT 

ydx 



ydx 

dy 



d.AT 



•X, 



ossia 



'(^-0 - 

TT =0? 



dx 



ew 



■) 



dx dx 

r=o per il secondo.. Differen 



xiando la prima quantità supposta dx costante, 

dxdy^ — xdyddy—’dxdy^ — ydxddy-{- xdyddy 



. > yddy 

r==o , che si riduce a — — o, o senv 

dy^ ' 

plicemente a ddy = o , e riflettendo , che per 
essere dx costante , sarà ddy della forma Pdx^, 
ove P è una funzione di x , sarà finalmente 

z=zo . Si avrà similmente nel secondo 



d x^ 



dx^ 

Caso yj— = o, le quali formole serviranno a 



ddy 



E4 
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determinare i punti sì di flesso che di re- 
gresso . , • 

84- E necessario di osservare , che ciò che si 
è detto §. 66, ha luogo anche nel presente caso, 
colla sola diversità , che laddove per determi- 
nar l’esistenza d’un Massimo, debbono annul- 
larsi le differenze o limiti di grado impari, e 
sussistere quelle di grado pari , qui succede 
l’opposto . Per cs. dall’ essere per un certo ya- 

.. ddy - 

lore di X, 



dx^ 



o, non ne viene m con- 



seguenza esserci in tal punto un flesso, ma è 
d’ uopo per ciò, che questo valore di x non 

distrugga -7-^ , ovvero che se questo valore 
dx^ 

d^y 

si annulla , renda nullo anche » senza però 



che svanisca 



d^y 

~d^ 



■. In una parola si richiede 



che il numero delle differenze evanescenti in 
virtù della sostituzione del valore di x sia im- 
pari contando dalla prima esclusivamente , e 
che conservino un valor reale quelle , che loro 
immediatamente succedono . 

Consideriamo la curva espressa dall’ equa- 

dy ddy 

zione y«=i — x^ . Si avrà -7-=— 

dx 

d^y d*y 

= — 



12 X 



2 . 



dx^ 

Ora supponendo 

d^y 



dx*' 



dx^ 



•• = 0 si ha X = o , 



dx 



dx^ 



d*y 

o , rimanendo -7-^ una reale quan- 
dx* 
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titk . Dunque T ordinata y che passa per l’ ori- 
gine delle ascisse , non passa per un punto d’ in- 
flessione . Ciò che si può osservare si è , che essen- 
dy 

do — o nel caso del Massimo, quest’ eqna- 
ax 

zione ci dà x = o , il qual valore sostituito 

ddy d^y 



nelle differenze ulteriori 



dx^ ’ dx^ 
d^y 



le ren- 



de nulle , sussistendo però ■ • , che è quan- 

dx* 

tità reale negativa. Laonde allorché nella no- 
stra curva sarà xrx^o, y sarà un Massimo. 



CAPO X. 

De rotti che talvolta si presentano sotto la forma 
di I , e dei Punti multipli delle curve . 



T 

S 5 . J.n qualunque equazione a due variabili 
della forma (M) ax’^ .... -4-^” -t- 

a^x’'-^ b'x^-'^y -H&c. = o, il rapporto delle 

differenze viene sempre dato dall’ equazione (N) 

A£^x-\- BAy -+- CAa:^ -f- DAxAy -+- BAy^ -t- 

FAx^ -4- &c -H aAx" •+- hAx'>-'Ay - 4 - 

gAy" zx: o y in cui A , £ , C sono funzioni del- 
le variabili stesse, a, by c, &c i coefficienti 
medesimi dell’ equazione (M) . Ciò nasce chia- 
ramente dal porre x -J- Ax in luogo di x , y-f-Ay 
in luogo di y , e dal cancellare in seguito la 
proposta . j 

Se dunque si cercasse il limite del rappor- J 
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to fra le differenze delle coordinate, questo si 
caverebbe dai pr-mi due termini di (N) AAx 

dv j4 

-4- BAy , e sarebbe — =— — , giacché tut- 
ti i termini dopo il secondo si annullano con 
Ax, e Ay. 

Ora può accadere che qualche valor parti- 
colare di y , o di X , o di ambedue assieme , 
rendesse nulli ^ , c B nel medesimo tempo , c 

dy . 

che perciò il limite — si presentasse sotto la 
forma indeterminata f. Per es. nell’equazione 



a (y — — Ar(AT — a)^i 

(x — a)^ -+■ 2x(x — a) 



dy 

7 0, SI ha — : 

ax 

, , , , óra è chiaro , che 

aafy — b) 

se diventasse x = a , quando y , svanireb- 
bero assieme il numeratore , c ’I denominatore 
di questo rapporto . 

Annullandosi A , t B h chiaro , che il 
rapporto delle differenze non potrà esser dato 
che dai termini superstiti CAx^ - 4 - DAxAy -h' 
EAy^ -I- f Ax’H- &c = o , da cui si ha 1 ’ e'qua- 

• • • / dy >.2 dy 

'zione pel limite cercato 

\dx / dx 

C = o, dovendo nel caso -di Ax, e Ay = o 
svanire tutti i termini dopo EAy^ .■ La curva , 
che ha per equazione a(y — * (x — a)^ 
= o ,' ha altresì per rapporto delle differenze 
delle coordinate 2a(y — b')Ay -+- aAy^ 

(BX — a) (x — a) Ax -j- ( jx — 2a ) Ax* -f- Ax*, 
la qual equazione nel caso di x = a, c y = è 



si riduce a 



Ay^ 



Ax* 



AX 

= I -H — *.,>i)unque al 
a 
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punto, in cui a*, y diventano a, h, il limite 
del rapporto sarà dato dall’equazione semplicis- 
sima di secondo grado ^ ^ ^ ^ 

dy 

si hanno due valori del limite , cioè -H i » 

dx 

e — I . Si è già osservato di sopra §. 55 , che 

dy . , 

esprime la tangente dell’ angolo formato 
dx 

dalla curva coll’ asse delle ascisse ; se pertanto 
questa tangente ha due valori , è di necessaria 
conseguenza, eh’ essa appartenga a due rami 
di curva , che passano pel punto stesso ,' e un 
tal punto suol dirsi doppio , perche è comune 
a due rami della curva . 

86. Può accadere , che i valori stessi , che 
già annullarono A c B, annullassero ancora C, 
/), ed E. In tal ipotesi il rapporto delle difiè- 
renze sarebbe espresso dai termini , che riman- 
gono nell’ equazione (N) , cioè -f- Gi^x^ù^y 

— }- H^x^y^ -f- lù.y^ -f- iSTAy* -f- &c. =: o , e al- 
lora il limite del rapporto che si cerca, sareb- 
be compreso nell’ equazione di terzo grado 






■ -j. 



dy\ 



+ Gv -HF=o. do- 



vendosi annullare tutti i termini dopo I^y^ nel 
caso di = o z=dx , e di = o =: dy . 

Sia r equazione y^ — - axy^ •+■ bx^ = o , Si 
cerchi il rapporto delle differenze delle coordinate 
nel caso di a = 0 , per cui in virtù dell’ equazione 
della curva è ancora y = 0 , e si trov’erà dato 
per b^x'^ — -|- ^y*" = o . Passando al 

limite di cui si tratta , si troverà , che questo è 

dato dall’ equazione = 0, 

' dv ' b ^ dy ^ 
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7 ^ . 

la qual equazione ha tre radici , che sono o , 

a a .... 

-t- V V * — V T > ® sono i valori del li- 
b b 



mite cercato , che indicano passar necessaria- 
mente per quel punto , in cui x ed y = o , tre 
rami di curva; e questo punto così definito di- 
cesi Plinto Triplo . In generale il grado di mol- 
tiplicità de’ punti è sempre lo stesso , che il 
grado deir equazione , che contiene il limite . 
87. Dal fin qui detto apparisce, come si 

possa trovare il valore d’ una frazione " , allor- 



quando per un certo valore delle variabili que- 
sta frazione si riduce a § . Il valore d’ una simil 
espressione si avrà differenziando separatamente 
i termini della frazione tante volte di seguito , 
quante sarà necessario , acciò più non si riduca- 
no a zero nel medesimo tempo; e in tal diffe- 
renziazione si avranno a trattare , e dy come 
costanti * In fatti qualunque espressione frazio- 
B ' 

naria a due variabili si può sempre conside- 



. dx 

rare, come se fosse il valore di cioè si può 
dx B ^ 

supporre ™ , e perchè annullandosi assie- 

me A , c B non si può determinare il valor del 



limite ~ ; si differenzieranno a parte i termini 
dy 

della frazione prendendo dx,c dy costanti , con 

I • \ 1/ , dx d ■ -Z? 

che SI avra una nuova equazione rr: . 

dy d. A 

Facilmente poi si vede , che l’ equazione Adx 
—^Bdyzxzo sarà scnopre vera anche dif- 



< 



f 
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ferenziandola quante volte si vuole . È se 
ancora dA , dB s’ annullassero in virtù di quel 
valore di x, ey, che rendeva nulli AycB^ 
si .passerebbe ad un’ altra differenziazione , da 



cui si avrebbe 



dx ddB. 

^ «— I ' 

dy dd A. 



, e così di seguito. 



c si giungerebbe finalmente al valor del limite 
che si cerca. 

88. Il Problema di determinare i punti 
multipli d’ una curva è semplicissimo . Rappre- 
sentisi sempre con ( M ) 1’ equazione della cur- 
va , e con ( N ) il rapporto delle differenze del- 
le coordinate . Si faccia .4 = 0 , B = o , e si 
avranno tanti punti multipli, quanti saranno i 
valori differenti di y , che unitamente ai valori 
corrispondenti di x soddisferanno all’ equazione 
(M).Fra questi valori differenti di y compren- 
diamo ancora quelli , che essendo altronde ugua- 
li , sono però di segno contrario, e quegli an^. 
cera, i quali tuttoché uguali e del medesimo 
segno , non corrispondono però alla medesima 
ascissa. Ma non si consideri che un punto 
soltanto, e si supponga che un solo sia il va- 
lore di X , e un sqlo di y . Se tali valori de- 
dotti dall’ equazioni A o , B =: o , non sod- 
disfanno che a (M), il punto sarà doppio; sa- 
rà poi triplo , se tali valori renderanno nulli 
anche i coefRcienti C, O, E\ quadruplo , se qqe- 
sti valori soddisferanno all’ equazione (M) , ed 
annulleranno ancora i coefficienti C, D, £, F, 
(r, H, lì e così di seguito. 

Cercatisi i punti multipli della curva , che 
ha per equazione a(y — — x(x — a)^^o, 

e per cui il rapporto delle differenze delle 
coordinate è dato per za{y — b ) Ay — » 
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(3^^ — a){:c— — (3^ — -H 

aAv^ — Ax^=o. Faccio y — b o, (3-^““") 

• — o , con che si ha y = ^ ® ^ ^ ^ * 

rtia perchè non è che y e at = « che sod- 

disfaccia all’equazion della curva proposta , per- 
ciò non si ha che un solo punto multiplo , c 

un tal punto è doppio . . • u- r 

Sia proposto a trovare i punti ^ multipU 

deUa curva espressa dall’ equazione y — a*y 
. / T ’ Hpìle differenze e la 



bx'^ = o . L’ equazione delle differenze^ è la 
: : ( 4 y ’ — 2 <ixy ) Ay — ( «y -- 3^^^ ) ' 



seguente :(4y’ — 2‘«^y)^y—i«^ Ta 
— fljc ) Ay ^ — layù^xù^y ^ ^bxùx 

^Ay 3 — aAxAy^ ^ bC^x^ + Ay* = o . Faccio 
Z^L,axy = o, e ay^ — ^bx^ = o , onde ot- 
tengo x = o, y=^o, indi due altri valori che 

sono x = , y = aV;^-- “*■ 

timi non soddisfanno all’equazion della curva, 
perciò non v’ ha altro punto multiplo , che quel- 
lo indicato da x =30 , e da y ==o ; 
v’ ha punto n^ultiplo che all’ origine delle coor- 
dinate ; onde non ci resta che di d^nire qual 
sia la moltiplicità di un tal punto . Questo pun- 
to è triplo , avvegnaché 1’ essere y == o , x — Q 

rende nulli i coefficienti di Ax? , di A^rAy, e 

dx 

di Ay^ , e si hanno i tre valori del limite , 



che sono o, V-J , e-V-| «»”' 

trovato di' sopra, e di cui il primo ci manifesta, 
che una delle tangenti è perpendicolare all asse 

delle ascisse . .ir -c 

89 . L’ equazione , che contiene ij limite 

potrebbe avere delle radici immaginarie : allora vi 
j^ebbefo tanti rami invisibili ,, quante sono le 
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dici immaginarie . I punti determinati da tali ra» 
dici sono staccati dal corso della curva , e si 
chiamano Punti Coniugati. Questa medesima 
equazione potrebbe avere eziandio delle radici 
eguali ; e ciò vorrebbe dire , che piò rami as^ 
cieme della curva si toccano , e tanti saranno i 

dy 

valori uguali di , quanti saranno i rami , che 
dx 



si toccano. 

90. Diamo fine a questo capo col dimo- 
strare il teorema seguente . Una curva di grado 
« non può avere punti di moltiplicità superiore a 
» — t. Sia (M) Tequazion della curva, e (N) 
J’ equazione del rapporto delle differenze delle 
coordinate. Acciò la curva avesse un punto di 
moltiplicità n , bisognerebbe , che i valori di y 
e di a; cavati dalle equazioni A =zo, B = o 
soddisfacessero alla proposta , e mandassero si- 
multaneamente a zero i coefficienti C, D &c, 
cioè che non restassero dell’ equazione alle dif- 
ferenze che i termini a^x"^-+- . 
-4^ g£^y" = o . Immagino pertanto due nuove 
coordinate, che abbiano origine nel punto in 
quistione , e sostituendo nell’ equazion della cur- 
va x-\-p a X, e y-\-q a y, si otterrà una 
trasformata , in cui si dovrà cancellar la pro- 
posta, atteso che i valori di jy , e di a: debbo- 
no a lei soddisfare , cioè annullarla , ed in cui 
si dovranno ancora annullare que’ coefficienti , 
ch’abbiamo di già annullati nell' equazione delle 
differenze . Con tali operazioni la nostra trasfor- 
mata non si riduce, che a ap" -+• bp"-'q , 

la quale potendosi sempre risolve- 
re in M fattori di primo grado , indica , che il 
punto in quistione non appartien già alla curva, 
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ma bensì a un sistema d’un numero k di linee 
rette, che si tagliano in questo punto. Che poi 
tutti i fattori di quest’ equazione siano di primo 
grado’, e quindi reali , è manifesto dall’ essere 
la trasformata simile in tutto all’ equazione delle 
differenze H- &c , la quale non 

sarebbe 1’ equazione per la moltiplicità de’ pun- 
ti , se qualche suo fattor lineare non fosse rea- 
le , onde il rapporto fra. p c q sarà identico 
con quello di ^x e , come determinati 
àmendue da un’ equazione perfettamente simile , 



Fine del Calcolo Diffh'enziale . 



i 

ELE- 
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ELEMENTI 

DI CALCOLO INTEGRALE 



i.Sia data la funzione V:s=:x". Noi abbia- 
mo ricercato nel Calcolo Differenziale la quan- 
tità , il cui valore viene rappresentato col 
dV 

simbolo ^ } e generalmente co simboli 



d^V 



dx ’ 
d^V 



, „ . Ora quando da tali espres- 

dx' d'x ^ 

sioni abbiasi a ricercare nuovamente la funzio- 
ne Vi ciò ottiensi necessariamente per un me- 
todo , il quale per essere direttamente opposto 
a quello di differenziare , suolsi perciò chiama- 
re metodo di integrare . La Scienza , che propone 

le regole di ristabilire invece de* simboli — ; — , o 



d'V 



dx 
drV 



generalmente invece de’ simboli — - — - , o 

x^' X 

la funzione F, chiamasi Calcolo Integrale , e la 
quantità trovata V dicesi 1’ hitegrale . 

Per indicare, che una quantità è da inte- 
grarsi , si fa uso del segno /, il quale si pre- 
figge alla quantità da integrarsi . Debbasi per 
OS. indicare , che si vuole integrare 1’ espressio- 
ne dV=znx'>-'dxi si scriverà JdV = fnx"-‘dx. 

Si è adottato il segno f, che si legge Sotn- 
ma, o Sommatoria , perchè il Calcolo Integrale 

F 
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altrimenti si propone come una Scienza , la 
quale insegna a trovare la somma di quantità 
infinitesime. Ma ben apparisce dal modo, con 
cui si è da noi proposto il Calcolo Differenziale, 
che sommare e integrare non possono essere 
espressioni sinonime . 

2. Di qualsisia quantità , che venga alge- 
bricamente espressa, si può , come abbiam ve- 
duto , assegnare il differenziale. Ma non si 
può del pari assegnar l’integrale di qualunque 
quantità differenziale , per cui non intendiamo 
soltanto quelle , che sono nate da una differen- 
ziazione completa, ma altresì qualunque quanti- 
tà, nella quale occorrono i simboli dx, dy \ 
poiché alcune non son nate da una differenzia- 
zione completa, come sono xdy , xdy—>ydx^ 
ed altre simili. 



CAPO I. 



Dei Differetiziali dt una variabile , che possono 
integrarsi algehricameyite . 



3. er integrare un differenziai monomio , si 
deve 

i*ì accrescere l’ esponente della variabile 
d’ un’ unità ; 

2®. dividere il differenziai proposto pel 
prodotto di questo esponente così accresciuto 
dell’unità, ’m dx ^ ovvero dy . 

Il fondamento di questa regola si trova 
facilmente nelle prime regole del Calcolo Dif- 
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ferenziale . Imperciocché se si vuole trovar di 
nuovo la quantità , che è stata differenziata , 
egli è naturale che bisogna servirsi di un me- 
todo direttamente opposto a quello , che fu 
adoprato nella differenziazione . Sarà pertanto 

\ poiché , 

xdxz=z — ■ — = ; in fatti si ha 

zdx 2 

fX'^S. f 

d( — ) ~ ^ J 



ax^'^^dx , I ^ , 

z=z^ax . Così pure 



/ adx 



[^-^i)dx 



f 



ax'i dx = 



«Ar '3 ^ * dx 



ax-^ — a 



( — i-i-i)dx — 2 2X^ 

Generalmente adunque , qualunque sia »/ , o 
positivo , o negativo , intero , o rotto , sarà 

y '^ , ax^+‘dx, ax'"+* 

a x^dx — r-« = . 

(m-+- i)dx m-i-i 

Si può prescindere da questa regola per 
ritrovare l’integrale di dx, ovvero di adx. 
Poiché chiaramente si vede, che l’ integrale pel 
primo caso è x, a x pel secondo. 

Quando il differenziale monomio sia affet- 
to da un radicale , si sostituisca in vece del 
radicale l’esponente rotto. Quindi per integra- 

3 2 

re adx\/ x^ si scriva ax^dxt poi si proceda 
come sopra . 

4. Abbiamo veduto nel Calcolo Differen- 
ziale, che quando ad una data funzione è ag»- 
giunto , o sottratto un termine costante , questo 
svanisce nella differenziazione . Dunque quando 
si integra, è d’uopo che si restituisca questa 

F 2 
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costante. Tale costante aggiunta può avere ui\ 
valore arbitrario, finché non si ha altro scopo 
che quello di trovare l’integrale , cioè a dire 
un’ espressione , la qual differenziata sia uguale 
al differenziai proposto. In fatti le due espres- 

. . + ' . . 

sioni — , e — •+■ C , ove C signi- 

m -h I -H I 

fica una quantità costante, hanno il medesimo 
differenziale , cioè ax'"dx^ e la quantità C 
può avere qualunque valor si voglia . Ma se 
r integrazione sarà intrapresa a fine di risolve- 
re un problema proposto, allora quella costan- 
te acquista un valore , il quale vuol esser de- 
terminato dalle condizioni del problema. In se- 
guito indicheremo con più esempi il modo , di 
cui si - fa uso per determinar questa costante . 
Frattanto a qualunque integrale, ancorché sia 
stato trovato indipendentemente da qualunque 
problema, aggiungiamo la costante C. 



C A P O 1 1. 

De Differenziali complessi , C integrai de' quali 
si può assegnare colle regole precedenti , 

5* I- ^^ualunque quantità , che non compren- 
da veruna potenza polinomia , nè verun divi- 
sore variabile polinomio , si può integrare col- 
la regola del §. 3. Se abbiasi ad integrare 
bx^dx . . . . 

«X rfac •+• -{- edx, si integri ciascuu 
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txx*' 

membro in particolare j con che si ha -+• 

4 

-i-ejf H- C. Cosi si trova lax^dx~\r 

3c ^ 

c=: •+■ -f- C 

4 —3 

b 



a 



3 



C. 



II. Quand’anche occorrano delle podestà 
polinomie, si può tuttavia procedere secondo 
le regole superiormente esposte, purché queste 
potenze non si trovino nel denominatore , e ’l 
loro esponente sia soltanto un numero positivo 
intero . In tal guisa si può integrare con facili» 
tà (a bx'^ydx, se si sciolga effettivamente 
a -i- bx^ nella terza potenza , per cui si ottie- 
ne [a bx^ydx=za^dx-i- ia^bx^dx 
S ab^ x*dx b^x^dx , il cui integrale =a^X 



Sa^bx^ 



3 ab^x‘ 



b^x^ 



“h“ C. 



3.5 ^ 

6. Potendosi qualunque quantità comples- 
sa , innalzata ad una potenza , il cui espo- 
nente è un numero positivo intero, svolgere 
in una serie di monomj ; perciò si può integra- 
re qualunque quantità complessa , la quale non 
ne comprenda altre parimenti complesse , 1’ es- 
ponente delle quali sia un numero negativo 
antero , o rotto .*^Però quando s’ abbia ad inte- 
^are gx^dx [a~\-bx^)^-+- a^x'^dx 
si sviluppi secondo le regole dell’ Algebra 
nella serie competente, indisi 
moltiplichi ciascun termine della serie per 
gx^dx. Lo stesso si faccia coll’altro memoro 
dell’ espression differenziale proposta, c così 

Fs 
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iion si avrà che ad integrare col canone del 
5. 3. una serie di nionomj . 

7. Si dee qiiì eccettuare il caso , in cui , uno 
degli esponenti essendo negativo, accadesse 
dopo lo svolgimento in serie , e dopò la mol- 
tiplica col termine della forma x^d x , che 1’ es- 
ponente della variabile diventasse in qualche 
termine = — i i in allora non si dee far uso 
della regola predetta , ma si dee integrare per 
mezzo de’ logaritmi . Se per es. data sia 

— — Ossia ax'‘^dx[a~^bs^\^ ^ 

si sviluppa quest’ espressione in 
ax~^dx[a^ -f- -f- b^x^) = a^X'^dx -f- 

3»^ bx'^dx -i- ab^ xdx . L’integrale del pri^ 

^ oh^ 

mo ed ultimo termine si è — ■+• 

' 2 2 

ma l’integrale del terrnine di mezzo è ia^bìò^.x^ 
come faremo vedere più chiaramente in avan- 
ti . Imperciocché si ha dal §. 46. del Calcolo 
dx 

Differenziale =s d . log. x . 

X 

8. III. Quand’ anche il proposto differen- 
ziale involgesse Una quantità polinomia elevata 
ad una potenza , il cui esponente sia Un nu- 
mero intero o rotto , positivo o negativo , si.a- 
mo ormai in istato d’ integrarlo colle preceden- 
ti regole, purché la quantità, che vicn molti- 
plicata dal polinomio, sia il differenziale, che 
si otterrebbe differenziando il polinomio stesso, 
se questo non fosse elevato che alla sola prima 
podestà . 

In tal caso non si dee far altro , se non 
che considerare il polinomio come una sola va- 
riabile, ed applicarvi la regola del §. 3. lettc- 



\ 



Digitized by Google 



87 

talmente . A questo caso appartiene l’ espres- 
sione gdx[a-\-bxY y poiché gdx è il diffe- 
renziale di ( a -h ^ X ) * , moltiplicato però per 

la costante — . Per integrarlo adunque , si 






gdx {a-^^hxY'^' 
(p-{-i]d[a-\-bx\ 

bxy;^* 



scriva così f gdx [a -+• bxy 

r gdxja 

(p-^i)bdx ' ~ (p-^i)b 

C . Si differenzi di nuovo questa quantità , e si 
troverà gdx{a-i~ bxy . 

„ . a^dx~\--iaxdx 

Si esamini ora 1 espressione — : :r * 

^ V(«x-+-*^) 

ovvero [a^ dx~^'iaxdx)[ax x^) e si 
troverà, che questa si può integrare col cano- 
ne superiore , per essere a^dx •+• aaxdx il dif- 
ferenziale di ax x^ , ma moltiplicato per a. 
Applicandovi pertanto il canone si trova 

f dx -H 2 axdx")[ax ^ = ■ 

{a^ dx 2 axdx) [ax ^ 

i [adx -f- 2xdx) 

2«(a3C-+-x^)^-t-C. 

L’ unico caso che ammetta eccezione si è 
quando T esponente del polinomio = — • i : al- 
lora si procede all’ integrazione per mezzo de’ 
logaritmi . 



F4 
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CAPO III. 



Dé' Differenziali hinomiali che possono integrarsi 
algebricamente . 



9. Intendiamo per differenziai binomiale quel- 
lo, in cui la quantità complessa è la potenza 

di un binomio. Così gx' dx[a *\-bxy è un 

differenziai binomiale . La formola^x'”ix ( a-^bx^Y 
ha il carattere di poter rappresentare qualsisia 
differenziai binomiale» poiché le lettere^, a, 
hi m i Hip indicano qualunque possibile quan- 
tità , positiva o negativa • Non si può perciò 
integrare qualunque differenziai binomiale alge- 
bricamente : ma però chiaramente apparisce dal- 
le cose dette, che un differenziai binomiale co- 
me sarebbe gx'*^dx{a^bx" Y è integrabile 
ne’ due casi seguenti . 

I. Quando p è un numero intero positivo , 
qualunque poi siano gli esponenti m cd n 
( toltone il caso del §. 7. ) e ciò per li §. 6 , 
7 , 8 - 

n. Quando l’esponente m fuori delle pa- 
rentesi è minore di un’ unità dell’ esponente « 
della X sotto le parentesi ; cioè quando il dif- 
ferenziale è della forma gx"-*dx[a-^bx'‘ Y * 

si può generalmente integrare , qualunque siano 
n t pi eccettuato il caso di p — — -1. In fatti 
anche è il differenziale di , mol- 



Digitized by Google 



89 

tlplìcato però nella costante — . E questo è 

appunto il caso da noi già considerato §. 8 . 

!©• Oltre questi casi ve n’ ha due altri, 
che' si ponno comprendere in un solo , e che 
comprendono il precedente; onde passiamo ad 
additarli . 

I. È integrabile qualunque differenziale , in 
cui r esponente della x fuori del binomio ac- 
cresciuto deir unità è divisibile per l’ esponente 
della stessa x sotto il binomio, e dà per quo- 
to un numero intero positivo . 

L’ artifizio di cui ci è d’ uopo servirci in 
questo caso sì per integrare , come pure per 
dimostrare la generalità di questa - proposizione 
consiste in ciò , che si pone la quantità bino- 
miale semplice uguale ad una sola variabile , e 
mediante questa , e le altre quantità costanti 
si esprime il proposto differenziale sotto un’al- 
tra forma. Sia dx[a-\-b x'^Y differenzia- 

le , che si vuol integrare algebricamente . Si pon- 

• ^ 

ga « -i- ^ X” = % , sarà x = ^ 

m 

però = ^ , e x" dx{a~i-hx"Y=s 

* — 

^^^^ydx.zr. Ma dz. 

Dunque x^dx{a -J- hx"Y ~ 
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m _i_ 

\ b J tl I 

m -H I 

t . . n it e> wi-f-1 

(a — a) . . Se ora 

rrt -4- I . n 



è un numero negativo , o rotto , è chiaro , che 
m -t- t __ j 

( ^ — a ) ” non si può svolgere in una 

serie finita ; nrta se w -f- i sarà realmente divi- 
sibile per «, quand’anche il quoto non fosse 
che r Unità , ma però sempre un numero posi- 
tivo , quel differenziale che ha Una tal proprie- 
tà , sarà sempre integrabile algebricamente . Ora « 

si noti che m ^ \ è l’ esponente della x fuori | 

del binomio , accresciuto di un’ unità , e divi- ! 

so per « esponente della x sotto il binomio | 

stesso . , 1 

± i 

Debbasi per es. integrare gx^dx{a-hl'X^)‘ • 

Tosto si scorge , che questo differenziale è su- 
scettibile d’integrazione, poiché l’esponente del- i 

la X fuor del binomio , cioè 3 , accresciuto 
dell’unità, dà 4, il quale diviso per l’esponen- 
te z della X nel binomio dà il numero intero j 

e positivo 2 per quoziente. - I 

Si faccia pertanto a bx^ z=s 2, e però 

= —^7 — — . Ora osservo , che il diffcren- 

b I 

ziale x^dXj che moltiplica il binomio, è nato 
dal differenziare x* ( prescindendo però dal 
coefficiente costante ) j alzo pertanto l’ equa- * 
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al quadrato , ed ottengo 

( Z ' ' * A V 2 • 

^ -J , e differenziando 4 x^dx — 

( z — a \dz, ... ,z — a-.dz 

— j— qmnd, = ( — 

( z « \ 

— — ‘J dz. Sì sostituiscano in luogo di 
x^ dx, e di [a-ì~hx^) i loro valori espressi 
per z nella quantità gx^dx[a-\-b x^]^ , con 

{z — a)dz t g:?~^'dz 

che s. ha f 

— . Conseguentemente 



éf. 

g a z*d z 



=/- 






tH-i 



dz 



4-C = '^' 



rj^ 

J 2b 



dz 



gz 



{f-t-i)zb^ 



zb^ 
t-f-i 

(. 



Zb^ 






f^) 



+ c=e: 



^ •+• I 

— ( r* 2 i « ) -1- C . Si ristabi- 
lisca per z il suo valore a-f-^ x*, e nascerà final- 

mante « -_d [4(a+J^a)_^n]-t-C. 

II. In simil guisa si procede in qualunque 
altro caso , che sia sottoposto alle condizioni 
indicate . Assumiamo per esempio 

g x*dx{a -i- bx*) che è suscettibile d’in- 

tegrazione completa , peithc l’ esponente 8 ac- 
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cresciuto dell’ uni tà cioè 9 diviso per 3 , che c 
r esponente nel binomio , dà un numero intefO 
positivo per quoziente. 

Pongo adunque a -H bx^ Zt ® trovo 

je» — — — , e perchè x*d)i ( non conside- 

y 

rando un coefficiente costante ) è nato dalla dif- 
ferenziazione di alzo l’equazione x? = 

al cubo , ed ho X"** = ^ ^ ^ » il ctii 

differenziale = 3 ( ) -y . e 

— ( ^ T~ . Perciò il precedente dif- 

-K b ) 3b 



ferenziale si cambia in g ^ 



-) 



. z 



“tÌ5 

3^ 



gz^'^àz 2gaz^'^dz gaH ^dz 
3^9 3^® ^b^ 

3-f 



2 *** ~ 

2 gaz a 



i 3(f_|)>» - 3?'— 1)4» ■*• 

T —5^ 

£ C , il quale o si riduce ad esse- 

sU— 1)^’ 



; g_ 

3Z»3 



I — f /_iL. , _£l_\ 

V3 — § « — I 1 — j/ 

ff I 

-j- C, ovvero = 

Ristabilito poi in luogo di z il suo valore 
o + bx^ y sarà il cercato integrale = 

(a-4- ^x’)"* [^(«4-^xa)^ — 

3»’ 



Digitized by Google 




12 . II. Qualora un differenziai binomio non 
sembri avere le proprietà allegate , è necessario 
di tentar le ricerche , per assicurarsi se le pos- 
segga o no . Si rende negativo l’ esponente della 
X entro il binomio , se questi c positivo , o po- 
sitivo s’ egli è negativo . Ciò avviene , se si di- 
vidano i due termini del binomio per quella 
potenza della a:, che vi si comprende , e colla 
stessa elevata alla potenza totale del binomio si 
moltiplichi il binomio al di fuori. , 

Se si vuoi rendere negativo per es. 1’ espo- 
nente 2 della X nel binomio ex*dx[a-\-bx^Y ^ 
si divida a bx^ per at , c si otterrà 

gx*dx , ossia ^x*dx ( ax~* -+-b)‘ , 



Ma r esponente 5 ci dice , che la quantità x^ 
con cui si è diviso, deve elevarsi alla quinta 
potenza ; però a fine di restituire il primiero 
valore alla proposta funzione ; si deve moltipli- 
care fuori del binomio per [x^)‘ con 

che si ottiene (aAf“^ -4- 

Ricorrendo a quest’ artifizio si troverà , che 
molti differenziali binomj , i quali non vengono 
compresi nella regola del §. io, nullameno vi 
appartengono . Se avessi per es. da integrare 

a^dx , , . , ^ 

3 , ossia a^dx(^ar X ] , io ben 



veggo , che l’ esponente della x fuor del bino- 
mio, cioè p, accresciuto di i, non è divisibile 
per l’esponente 2 della x nel binomio. Pertan- 
to io m’ingannerei, se per ciò conchiuder vo- 
lessi , che la proposta quantità non è .suscettibi- 
le d’integrazione 'algebrica. Imperocché .s’io 
rendo negativo l’ esponente della x nel binomio, 



N 
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^dx ( a^x~ ^ -1- I ) ^ = 

1 ) , m’ accorgo bento- 
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é scrivo ( Jc^ ) 

a^x~^dx{a^x~~^ . 
sto, che se — 3 aumentato di i venga diviso 
per l’esponente — * dentro il binomio, si viene 
ad ottenere un numero intero positivo. Faccio 
adunque a^x~^ -f- i =2, trovo perciò X'^ 
Z I 

== — , e perchè x'^dx, prescindendo daj 

coefficiente contante , è il differenziale di , 
differenzio’ perciò, c trovo — 2a^x'idx=^di,c 
dz 

X'idx = — . Dunque il proposto differen- 

dz — 2 . . . 

ziale si trasforma in — > — . r , il cui integrale 

2 



SI 



— ? 



i-ì 



-f- C = j 



X 

a 



2 (I-Ì) 

I +C = 



~t- ^ ' — r 



{a^x 



V -hi ) 



= ■ ■ ■ j rr-hC. Il procedere è dunque il 

V(rt^-hx’) ^ ^ 

medesimo di quello del §. io, 

13. Noi abbiamo tacitamente supposto, che 
la potestà della x non si trovi che in un de’ 
termini del binomio , Qualora avvenisse che ta- 
li potestà si trovassero in ambedue i termini, 
si dividano questi per una delle due potestà di 
Xy che si trovano ne’ due termini del binomio, 
e si moltiplichi al tempo stesso fuori del bino- 
mio per quella medesima potestà elevata al gra- 
do, che vien indicato dall’ esponente del bino- 
mio stesso . Però quand’ abbia ad integrare 



a^dx -iti •» i 

-j—=:a^x~^dx[ax~^-x^y , 10 



V (a:v-h*^ ) 
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trasformo quest’ espressione in 

a^x ^dx(a-hx)'~^^ = 

z 1 

a^x ^ dx [a -+■ x) ^ , a cui , applicato il 
canone del §. io, apparisce esser questa quan- 
tità incapace d’integrazione algebrica. Ma ren- 
dendo negativo r esponente della ac nel binomio 

3 i I __i 

si ottiene ^[x) ^dx[ax -f-i) 

ossia a^x ^ dx[ax * •+• i ) ^ , che è inte- 

grabile algebricamente pel $. 1 2 . Perciò si prenda 

X -I 2 — I , 

ax-*+i = 2 , e Sara Jc = — , e — x~*dx 

a 



5 



a 



9 



ovvero X'*dx 




Dunque 



a^x'^dx(ax’’^-i^ i) ^si cangiain — rt/iz.a 

ovvero in — ^ d{ , il cui integrale si è 

I a M 

^ « 

•+* C ^ 2« V ( I ) "4" C . 

Quando siansi esauriti i tentativi de’ due 
casi da noi proposti per un differenziale binomio, 
si può conchiudere con sicurezza , che , se que- 
sto non è compreso in veruno di tali casi , non 
abbia tampoco un integrale puramente alge- 

brico . 

I differenziali trinomj , quadrinomj 8cc. so- 
no suscettibili d’ integrazione ne’ casi espressi 

ne’ §. s.eseg. Ma vi ha altri casi ancora, ov' 
essi hanno un integrale puramente algebrico , 
Ma perchè tali casi son pochi , e di rado oC" 
corrono , perciò li passiamo sotto silenzio , 
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CAPO IV. 

Applicaiione delle regole precedenti alla misura di 
quelle superficie , le quali sono terminate in 
parte da linee rette , in parte da linee curve . 



tig. II. 



Si. 



14. AZ una curva qualunque. Si condu* 
cano perpendicolarmente all’ asse Ap le ordinate 
LK, MP , mp , e •'facciasi AP=ix, PM=.y \ 
inoltre Pp = ùsx , e rm-=. , lo spazio APM 

r= V, onde lo spazio PMmp zzz^V . Sarà 1 ’ area 
del rettangolo PM>-p=yAx ,c l’area dell’altro 
rettangolo PRjnp z=z [y -hù^y) . Facilmente 

. ‘ . 

si vede, chf ossia ^ y. Si 

C^x 

AF 

ponga pertanto-^ — <p =: y. Di più è 

ùy 

^y ) AJf, ossia y Ay, 

V ^y 

Dunque potrà essere — h'^=^y-f-Ay. 

AF 

I limiti pertanto della quantità — sono y, 

c y-f-Ay. Quanto più picciola diventa Aaf , e 
con lei ancora AF, Ay, tanto più s’accostano 
fra di loro questi limiti , ed allora diventano 
uguali , quando Ax = o , Ay = o . In tal caso 
anche tp — o , -vp = o ; poiché si avrebbe 

AF AF , , . 

— - <J) = •vj; , la qual equazione 



Ax 



sa- 
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sarebbe èòntraddittoria se non fossero 9 , e 

dV , . 

‘0/ = o 1 quindi si ottiene y = JV > che si costo- 

dx 



jàia scrivere: dVz=ydx, e F=fydx. 

15. Affine di applicare questa forinola ad 
una curva , di cui è data 1’ equazione , si cerchi 
per mezzo di lei il valore di y, dato per x, c 
si ponga nell’equazione V^xsfydx^ il cui inte- 
grale ci darà la superficie cercata , sempre che 
vi si aggiunga o sottragga una quantità costan- 
te da determinarsi dai dati del problema. , 

1 6. Il trapezio PMmp si può considerare tan- 
to come differenza dello spazio quanto come 

differenza dell’altro spazio KLMP , Se dunque 
si trovi , mediante la formqla V z=;: J y dx ^ uq 
integrale , non v’ ha ragione , perchè questo ap- 
partenga piuttosto allo spazio APMy che non 
allo spazio KLMP , il qual ultimo differisce dal 
primo della quantità costante AKL .r Perciò all* 
integrai 'trovato è necessario di aggiungere una 
Costante, la eguale additi di quanto differisca la 
spazio, che si vuol determinare, da quello che 
si trova immediatamente per mezzo del calco- 
lo . Gli esempi in questo caso sono i più 
proprj ad insegnarci il metodo, di cui si dee 
far uso per determinare questa quantità ' co- 
stante . , 

A tal fine scegliamo la Parabola ordina- 
ria , la" cui equazione è y^ =z px , ossia 
1 f 

yz=i\/px-=:p*x i e pero V:=zfydxz=s 

li . 1 *- 2 

fp^x^d X :=:z jp^x^ C; e tàl’c l’espressione 
algebrica per la quadratura della Parabola. 

Sarà pertanto trovata la quadratura dello 
spazio APM t o dello spazio KLMP, l' ultimo 



N 
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de’ quali si computa dal punto K , ognora che 
sia determinata 1 ’ ascissa x , il parametro p , c 
la costante C, che è quanto dire quel punto, 
da cui si vuole computare l’integrale . Vogliasi 
dunque computarlo dal punto A , sarà perciò APM 

A fine di determinare il valor 
di C, si osservi, che si annulla lo spazio APM y 
quando si annulla la jf,ed in tal caso l’equazio- 
ne si cangia in o = o C, e per conseguenza 
anche C=.o. Laonde non si deve aggiungere 
all’ integrai trovato nissuna costante , e sarà 

APM = 

Ma qualora si volesse prender l’ integrale 
dal punto per essere AK una quantità no- 

1 7 

ta , sia essa “ i , e s’ avrà KLMP 
- 4 -C. Ora diventa lo spazio £LMPr=:o , quan- 
do AP ossia X diyenta = è ; dunque 'o =5 

e C= — f e ptxciòyKLMP 

f- p*x^ _ fpi^^ = f p^ [x^ — . Da qui 

si scorge di quanto 'vantaggio sia la costante," 
che si deve aggiugnere o sottrarre dall’ intesa- 
le , e come questa possa soltanto determinarsi 
dalle condizioni del problema. 

Poiché ^p^x^ ~ fp^x^jc, e, p^*'^ == y t 
si ha fp^x^ z= §Arjy = jAP. PM . Di ’ più 
\p^y^ = \p^b^b . Ora se x diventa = AK 
=zb, sarà pure y^zzzpb, ed y KLzsp^.h^ , 

13 

Adunque jp^b^ j KL.AK . Finalmente lo 
^azio parabolico KLMPz=zjAP. PM—^AK.KL. 
Di tutte e quattro le sezioni coniche la Para- 
bola è la sola , che si posSa quadrare algebii- * 
camente . ' . ' ' 
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Prendiamo per secondo esempio T equazio- 
generale per tutte le Parabole, cioè y'"'*'» — 

m n 

e ydx 



Trovasi y ; 
n 



— sc’^-^^dx t il cui integrale si è=s 

m n 



-hi 



m 



n 



n m-i-zn 



m-t-n 



^ m-i-n ^ , 

-h C = xy -h C. E dunque ^PM 

»« -h « • 

= — ; xy senza costante, perchè svanisce 

w -h 2M ^ 

lo spazio APM collo svanire della x. 



; ;C A P O V 

Applicazioni del Calcolo Integrale alla Rettijicazidne 
delle Cuì^è . 'I • • 




17. Rettificare una curva si dice ■' r assegnare 
una linea retta, la quale sia uguale in lunghez- 
za alla curva , o ad un di lei determinato 
arco. Il metodo per raggiugnere quest’ og- 
getto si è il seguente . 

Sia r arco AM =! r , 1 ’ asdssa AP x , 

1 ordinata PM y . Abbiamo ^dimostrato nel **' 
Calcolo Differenziale $. 29 , che per tutte le curve 

G 2 
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vale la formoU V «fy*) > onde ne 

siegue s ■=zzf\J{ dx^ dy^ ) , 

Tutto dunque consiste a poter integrare 
la formola V ( dx^ -f- dy^') • Si differenzi l’ equa- 
zione della curva , e dopo che si è cavato da 
lei il valore di dy dato in Ar, e /òc , o il valo- 
re di dx dato in y e dy, questo si sostituisca 
in {dx^ ^dy^) , ove allora non si troverà 
che X e dx^ , ovvero y e dy^ . Per dar di ciò 
un esempio, tra tutte le Parabole, che sono 
generalmente rappresentate dall’ equazione 
= a'" x" , prendiamo quella , la cui natura ci 
vien espressa da y^ a x^ , Da questa si ha. 



3 _ - 

— , e jf = -j- . Perciò dx zzz 
-» • 



y 

a 



ìy^dy 



a* 



dx^=z 



9 

4 



a 

9ydy 



•Quindi V ( J -+• dy*) = 



in- 



tegrazione di questa formola non ha punto di 
difficoltà, poiché l’esponente della y fuori del 
radicale è minore di uri’ unità dell’ esponente 
della y stessa sotto.il radicale . Trovasi pertanto 



4«/: 



Jy^i 



4rt J 



i 



3 

X 



gdy 



' 8rt / oys 
-hC = T-(n-^ ) 
27 \ 4 «/ 



C. 



4« 

La costante C si determina così: Qualora 
vogliasi determinar la lunghezza dell’arco AM, 
questo s’ annulla assieme colla y . In tal caso 
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si ha 



(i)^ -i- C = -i- C — o , onde 

27 . 27 • 



8fl 



C=;— — . Pefciò 11 lunghezza dell’arco AM 
27 . 

27 V . 4» / 27 

i8. Quando saper si volesse, quale fra le 
altre Parabole fosse rettificabile , . si procedereb- 
be come siegue . Dall’ equazione di questo ge- 
nere di curve yn ^ a jf» si ha y 

m.n 



„m~^n „/7i. 

a X 



n 



Sia per brevità 



m 



m H- /i 



=k. 



ti sarà dy = la^ x^-'dx , onde 

»M -t- « 

dx^ ; e quindi V =5 

V {dx^-^l^ a^^x^‘-^dx^)=idxV(i 
la qual formula in questo stato non è integra^ 
bile, se non quando 2/ — 2 := i . Ma se si 
cangia il segno all’ esponente della x sotto il 
rjidicale, si ottiene x^-' dxV ■, U 

qual differenziale sarà integrabile algebricamente 
§. IO. , se /—I accresciuto dell’unità, e diviso 
per 2 — 2 1 dia per quoto un numero intero 

— r- zsz t , indicando ( 

2 — 2/ 

un numero di tal natura. Da ciò ne viene 
t = 2t 2tl t e / = — , c 



positivo , cioè se 



2 t -f- l 



m 



<n 



n 



finalmente = — . ' . 

2/ 

Per lo che tutte le Parabole, che sono al- 
gebricamente rettificabili sono comprese nell' 
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n(2t n 

equazione y ** = a jf ” , e cavando la 

gg-4- 1 I 

radice di grado M , 



CAPO VI. 

Applicazioni alla misura delle Superficie curve. 



1 9. oi ci ristringeremo alla misura delle su- 
perficie di quc’ corpi soltanto, che sono gene- 
rati dalla rivoluzione d’ una curva AM intornò 
al suo asse AP. 

iJ. Mentre 1 ’ arcò Am s’ aggira intorno di Ap 
la corda Mm genera colla sua rivoluzione una 
superficie d’un cono troncato : ed è facile il 
dimostrare, che questa superficie ha per misura 
il prodotto della corda Mm nella periferia d’un 
circolo , che ha per raggio la retta ah, la qua- 
le taglia per metà la corda Mm , ed è perpen- 
dicolare all’ asse Ap . Sia r:c il rapporto del 
raggio alla periferia , e sarà ( ritenute le de- 
nominazioni del $. 14 ) la superficie del 
c f Ay v 

tronco di cono = — f ^ H \ V^{Ajc^-HAy^) 

^chiama V la superficie generata dalla rivoluzio- 
ne dell’arco AM, si potrà dinotare con la 
superficie generata dalla rivoluzione ‘ dell’ arco 
Mm . Ma perchè 

c / AVv . , r Av\ , 
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la tangente NMT, e sopra j4p la perpendicola- 
re Np^ Colla rivoluzione della retta MN nasce 
la superficie d’ un altro cono troncato , la quale 
è uguale al prodotto del lato MN nella perife- 
ria d’ un circolo di raggio Kh , il quale bipartisce 
ugualmente MN in iST , ed è normale sul mezzo 
di Pp. Ora pei triangoli simili TMPjMNr , PT\ 

TMi : Mr : MN , ossia • jV V 0 *+• ^ • • 

dy ^ d"^ ' 

Ax : MN , onde MN = Ax V T* ^ 

^ dx^ / 

più PT\ Tb : : PM: hK, onde hK= y 



dx^ 
£^xdy 

2 dx 



perciò la superficie del nuovo cono troncato r= 
c r ùixdy ^ dy^ ^ Ù.V 






Lx 



Il valore pertanto di giace fra i li- 

..2 






miti 

tO 



ùxdy 

zdx 



ù,x^ 

dy^ 






Allo 



scemare di AJf i due limiti s’ accostano , finche 
diventando ùkX — o^dx e c^y ■:=: o z=z dy s’ u- 
guagliano scambievolmente . Ed è allora che 
dV c . , dy^ 



si ha 



tr ^ / 

— = —y\/ ( 1 
Ix r \ 



dx‘ 



) 



e inte- 



grando V =; (dx"^ -\-dy^). 
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Fifi. 1. 20. Debbasi per es. cercare la "superficie 

di una sfera. Il cerchio AMB , dalla cui ri- 
voluzione essa vien generata, ha per proprietà 
, quando sia APzzzx, PM=zy, 
AB=:a', dalla qual’ equazione si ricava dy=z 
iadx — xdx ,, ia^dx^-axdx^+x^dx^ 

\/[ax^xr ^ ^ ^ '* 

Quindi (dx^ -f- dy^ ) = 

ia^dx^ — axdx^ ^x^dx^ ^ • 



«X —X 



V ( dx^‘^- 

Onde = 

V («3c-*-x ) r 

c , . iadx 

— V ( 2 a: — x^) . — t;— dx . L m- 

r ' ' V («X— x^) r 

\ac _ ^ 

tegrale di quest’espressione è ~ x-f-CjO 

— X solamente, qualora si prenda l’integrale 
r 

dal punto A . , 

21. Cerchisi ora la superficie d’un Pà- 

y^ 2ydy 

raboloide . Per essere x ±= , e 4x r= , 



cydy 



4r 



^ e perciò {dx^ -^dy^\ 
^ 2 

, r integrale di cui 

lar V, 



e = 



4y^ \i 






=: o « si trova C = 



y 



C . Se y diventa 



cp- 



lar 



. Laonde la su- 
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perfide del Paraboloide indeterminato AMLA 



lU- 



= — /"i 
lar V 






_ 

1 



cp^ 



2 r 



CAPO VII. 

Applicazioni alla misura delle solidità. 



Q. 



22 . ’^^ux pure noi cì limiteremo alla misura di 
que’ solidi solamente , che vengono generati ; 
dalla rotazione d’ una curva qualunque intorno 
del suo asse . 

Se l’area APM si aggira intorno dell’ asse Fig. n- 
AP, dicasi V la solidità del corpo così genera-, 
to . Dalla rivoluzione dell’ area PMmp termina* 
ta dall’arco Mm nasce un solido , e dal- 

la rivoluzione del trapezio MPpm ne nasce un 
cono troncato , la cui solidità = 

c » Ax 

{ i'y -h ^ > indi il rettangolo 

H,T 3 

RPpm produce un cilindro di solidità — 
c 

Ma è £^V ^ 

2r 

c , . . Ar 

” ( 3y *4- 3y^y -f- ùy — , ossia -- — 

^r 3 Ax 

C ^ 

l3y^-h3y^y*4-A>*), e aP 

2 . 3 ^ 

c AV c 

~ {yH-A>)^AJf,ovvero-— '-(y-l-Ay)^ 

2r Ax zr 






Dunque i limiti di 



A?^ 

Aat 



sono 
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— ( 3y^ H- ) , c (y -f- Ay 

2 . 3 >■ . ^ . ‘ X 

Questi due limiti* si confondono allorché 
= o = <ir, Ax=20 = ^/jc , e Ay = o = ^iy. 

dV c . j • • 

Allora troviamo -7— = —• y* , onde si ricava 

dx ay 






Fig. ij. 23. Prendiamo per primo esempio T Ellis- 
soide . L’ equazione all’ Ellisse è = 

L2 

— («X— Jf^), supposto AP:=xx^ PM = y t 

or 

l’asse maggiore a, l’asse minore Ddzxib. 

cdx . cy^dx 

Moltiplicando per si ha — — — = 

cb^ 

— {axdx — x^dx) , il cui integrale == 

zrar 
cb^ 



ira 



f ax^ x^ \-t-C 

— ^ — • — — y , o puramente 



cb^ ( ax^ ^ 1 • I- 

^ j qualora si voglia computa- 

se la solidità dal punto A. 

Vogliasi ora la solidità dell’Ellissoide inte- 
ro . Si ponga X ss: A B xx a , e si avra 
zP - - 



b^ 

\ 2 3 / 4»' , 3 ~ 8r 3 

cb“^ », 

Il fattore — non è che l’ area d’ un cerchio 
8r 

c b^a , 

di diametro b = Dd; e non è altro 

' rt 



che la solidità d’ un cilindro circoscritto all’ El- 
lissoide, del qiule se ne prendono due terzi. 



Digìtized by Googl 




107 



Ma se si volesse determinare il solido 
ellittico da un punto dato Ki si ponga in tal 
caso AK = e . Bisogna dunque che 
ch^ , ax^ at’v 

-+- C si annulli quando’ 



zra 



diventa Jf = e , nel qual caso si ha C = — 
cb^ / a ^ . 

\ la solidità d’ua 

tronco ellittico giacente fra due piani paralleli 
c .,ax^ cb^ ,ae^ 

%ra^\'ì 3 / \~z 3 / ' 

Questa formula serve a misurar la capacità delle 
botti, che possono esser considerate come el- 
lissoidi troncate ai due vertici. 

24. Per la solidità del Paraboloide si ha *4*' 

/ cy^dx /^epxdx cpx^ 

ir —J Tr — 



cy* X , . • 

solanaente — . computandosi 1 integrale dal 

vertice A Ma se la solidità del Paraboloide 
si volesse computare da un determinato punto 
Jf , annullandosi quest’integrale col diventar 

ar=3!f, sarebbe C = — , c perb la soli- 

• ^ 

dità del conoide parabolico troncato = « ■ 

4 >* 

cp e’- cp , . , „ 

— — g mediante que- 

4 r 4 r . 

sta formula si può ‘in qualche modo giudicare 
della quantità di terra che si scaglia da una 
mina. 

Dopo alcune esperienze si è conchiuso , 
che in un terreno' uniforme , la cui superficie 
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MM sia orizzontale , le pareti laterali deirihibii' 
to.sono incurvate a foggia di Paraboloide, il. 
fuoco del quale giace nel centro della mina. 
La distanza KP (linea della minor resistenza) 
del fuoco di cotesto imbuto dal piano superio- 
re MM c secondo alcune osservazioni la metà 
del diametro MN. Con questo dato si può nel 
seguente modo misurare la solidità del torso 
NOLMj che viene scagliato dalla mina. Posto 
KP = PM ^ a , si ha dalle proprietà della' 
Parabola p 4e , ove e = AK , e per essere 

generalmente p = — , sarà nel nostro caso 



P 




a -i- e 



4 e , ossia si avrà l’ equazio' 



ne e? -1- a c — 4 o , da cui e nr ^ 

2 

-t- \a\f 2 — ia{ — I-1-V2) . Per noi x 
tf-f-e, ossia = ed e* 

szza^ •+■ 2 ae =z 2. ^ Dunque la formola 

generale —{x^ — e^\ si conVertirà in — . 

4T • 4»* • 

= ( 2 — ^ V 2 ) = ^«*(2 1,4142135)=: 

2 r 113 

i,84030i2rt®, che è il solido cercato, il quale 

X 46 . . • . • 

è — in circa del cubo della linea di minor 

25 



resistenza. In questo calcolo non abbiamo te- 
nuto conto della cavità LAO , perchè questa 
vien formata per. la maggior parte dallo sforzo, 
che esercita la polvere contro il fondo dell’ 
imbuto . 

25. PrendiamQ ora,» misurare la solidità 
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della così dett^. ungila , eie vien formata , 
quando si taglia un cilindro obbliquamente con 
un piano che passa per la sua base ; e per ri* 
stringerci al caso più semplice , supponiamo , 
che questo piano passi pel centro della base 
del cilindro. Nella figura i6. questo solido è 
ABDE . 

Se si taglia questo solido con dei piani *''8' 
paralleli fra se, e perpendicolari alla base ABE^ 
vengono formati dei triangoli simili , i quali 
stanno fra loro come i quadrati de’ loro Iati 
omologi . Sia dunque il raggio CE della base 
= r , r altezza DE =: h , y la base PM del 
triangolo PMN ; e si avrà CED : PMN : ; 
rh 

Ora CED = — ■ , conseguentemente PMN == 



• Se r ascissa APsrzx cresce della porziòr 



hy^ 

2r 

ne Pp zzz Ax , 1 ’ ordinata PM si cangia in pm 
= y-irAy, e si ha CED’.^mu'.-.r^ :[y-^Ay)^^ 

onde ne viene pmn = (y -f- 

ar 

La solidità del segmento APMNA sia 
F, la solidità della falda PNMpnm sarà = AF, 
. AV b 

c — — >- — (arx— jc*); e per essere (y-f-Ay)^ 

= 2 r x -f- 2 r A 3 C — • — 2 x A x — *■ A 

AV h 

— r — <• — (2rx — arAx — axAx — Ax’) I 

Ax ^ ar ’ 

Ora se Ax r=: o =: <ix , è' ancora AF = o =3 

AF 

dV , e 1 due linciti di si uguagliano. Si 



ricava pertanto 



dV 

àx 



Ax 



%r 



V 
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ITO 



— > [ rx^ — — ^ -4- C . Quando jc = o , anche 

s»'v 3 y 

V =s o , e perciò C => o ; e se fosse x =: 2r , 

sarebbe V = 4r’ — ^ =2 =z 

2r\ 3/6 

- . — = C£D.f .^C. 

2 3 



CAPO Vili. 

Metodo d' integrare per approssimazione . 



7.6. non intendiam di parlare , se non 

di quc’ differenziali polinomj , i quali non sog- 
giacciono alle regole , che noi abbiamo date 
di sopra . La maniera d’ integrare • per appros- 
simazione consiste nello sviluppare in una se- 
rie convergente di monomj il differenziai pro- 
posto, nel cercare 1’ integrale di ciascun ter- 
mine , e finalmente nel determinare il numero 
di questi termini dalle circostanze del pro- 
blema . 

27. Se si volesse determinar la lunghezza 
d’ un arco circolare AM per mezzo del suo seno- 
verso AP , si procederebbe così: ‘ — / 

Posto AP:=^Xy il diametro AB =: i, l’ar- 
co AMzxzu , sarà PM=z V (* — , e come 

insegna il Calcolo Differenziale ( §. 30. ) 

d X 

..I . , idx ^ 

— , — ^ ^ ~ ___ — A- 



2 V(x— a:^) 
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III 

idx 



I — *)^ 



-5 



^ v3 



&c. E però 



r=/ix x) ^ . Ma è (i xr) 

1 

= I -i--x .. . 

2 8 i6 

/ \x ^dx (i — x) ^ =/ix"”^</x(i -I- ix-H 

- x^ -t- * H- &c. ) = x^ •+• ■“X^ -f- ^ x^ 

8 1 6 ' 6 40 

5 I 

-+- X A quest’integrale non va 

aggiunta alcuna costante , giacche esso svanisce 
colla X , come dee essere , poiché anche T arco dM 
da esso espresso è = o . Laonde si ha Are. AM 

40 



&c.)‘. 



6 40 I I 2 

Qualunque volta l’ arco AM sia minore 
della semicirconferenza , il seno-verso sarà mi- 
nore del diametro i , cipè x sarà una frazione. 
I termini della precedente serie vanno dunque 
tanto più diminuendo quanto più picciolo è il 
seno*- verso dell’ arco, di cui si vuol calcolar la 
lunghezza . Qualora trovar si dovesse la misura 
d’ un arco , il cui seno-verso sia un centesimo 

del diametro, s’avrebbe x r=;,-— = 0,01 , c 

100 

i 

quindi x^ =0,1; e sarebbe AM = 

, 0,01 a { 0,01)^ 5 , 

0,1 I •+• o,oi)> -H&c), 

6 40 112 

e giacche il termine , che verrebbe in seguito* 
nella serie , sarebbe per lo meno cento volte 

5 

più piccolo del precedente —— (0,01 )^ , perciò 



Digiiized by Google 



I 



1 



-112 

possiamo assegnare il grado di esattezza , eoo 
cui viene determinata la lunghezza di quest’ ar- 
co , se stando a questi soli quattro termini , di- 

vidiam 1’ ultirqo per cento . Ora (o,oi )’ = 

112 

5 

— { 0,000001 ) = 0,0000000446 , che diviso 
112 



per cento dà 0,000000000446 . 

Se 'dunque noi ‘calcoliamo ogni termine 
della serie precedente fino a dieci cifre decima- 
li j ne potremo conchiudere con sicurezza , che 
nel calcolo della lunghezza dell’ arco non si 
commétterà l’errore dr un’unità, che dopo li 
nona cifra decimale . Abbiamo però’ 

5 ' ■ * • 

i ^ — (0,01)^=^0,0000000446; ■ 



3 

40 

0,01 

~ 6 ~ 



(0,01 )^ = 0,0000075000 

> • Il . . 



= 0,0016666666 . ' 

1 , ' ' ’ 



f ) 




La somma pertanto della serie precedente si 
trova = 0,1 ( 1,0016742112 ) =0,100167421 , 
fermandoci alla nona t decimale ,' alla qual si sa--, 
rebbe potuto aggiungere ancor la decima.. 

E questa è la Innghezza di quell’ arco, U 
cui seno -verso è la 'centesima parte del suo 
diametro . 



Si potrebbe trovare un numero che ab- 
bastanza .s’ avvicinasse all’ intera periferia , se si 
moltiplicasse la ' lunghezza trovata dell’arco 
pel numero delle volte , in cui il numero de’ 
gradi di quest’ arco è contenuto in 360? Ma 
la difficoltà consiste in ciò appurato, che non 
si sa questo numero . 

. . ESr 
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Essendo il seno di 30® la metà 'del raggio,' 
e potendosi facilmente dal seno d’ un arco tro- 
vare il seno-verso , si potrebbe calcolare il 
seno-verso di 30 gradi , indi porre cotesto valo- 
re invece di x nella serie supcriore, e moltipli- 
cando il risultato per la , che è il quoto 
di 360 diviso per 30, si otterrebbe una 
quantità approssimantesi alla periferia del cer*' 
chio . Ma perchè in tal caso la serie suddetta 
riuscirebbe poco convergente , e però saremmo 
costretti a sommar un gran numero di termini 
affine di ottener un risultato soltanto mediacre-' 
mente vicino al vero ; perciò siamo in necessità 
di indagare un altro mezzo, con cui soddisfare' 
alle nostre ricerche . , 

28- Sia <p un arco di circolo , x la sua 
tangente , a il raggio , sarà ( Cale. Diff. §. 3I, 

r a^cLx 

* . ATa [a^ •^x'^ ) * 



-H- x’ )' 

— 2/ X* X* „ A 

Onde'/-^ = 

•/ a -+-x^ 

f* . / X*' X^ X*^ X* \ 

I dx\x -i- - ^ &c ) =3 

./ V or or «* ■/ 



/ x^ 

1 

^ 3 « 






7 « 



X' 






&c 



)• 



Tutto adunque si riduce a conoscere un 
arco , il quale sia contenuto nella periferìa un 
certo numero di volte,- e di cui sia nota la 
tangente. Ora l’arco di 45 gradi fa al nostro 
caso; poiché egli è contenuto 8 volte nella pe- 

H 
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riferia , e' la sua tangente è uguale al raggio . 
Pongasi percip x = a , e la lunghezza dell’ ar- 
co <p sarà data nella serie seguente : n ( i — * 
H- j ■— 7 -f- fi —— &c ) . Ma perchè i termini di 
questa serie vanno scemando troppo lentamente, 
è d’ uopo di esaminare , se d’ arco di 45° si po-. 
tesse smembrare in altri due archi di note tan- 
genti . Non è punto necessario di saper il nu- 
mero de’ gradi di ciascun di questi archi , ma 
basta al nostro scopo , che la loro somma sia 
= 45? Se noi avrem determinato una volta la 
lunghezza di ciascun di questi archi per mez- 
zo delle loro tangenti , prenderem la som- 
ma di queste due lunghezze, ed otterremo con 
ciò la lunghezza dell’ arco di 45^* Ma perchè 
di tali archi ciascuno è minore del seroiqua- 
drante , perciò le lor tangenti saranno minori del 
raggio , e quindi la serie rappresentatrice della 
lunghezza di ciascheduno sarà più convergente, 
c più facile a sommarsi ... 

Se i , c c sono due archi qualunque , si 
, , , , . , tang.^ 4- tang.c . 

I — tang. b. tang. c 

raggio = I . Se dunque b -4- c=?45®, nel qual 

il , tane. -fp tang. c 

caso tang. i , si ha" — -, — - — 

, - 1— tang. 4 >tang.c 

• ■ ■ , I— -tang.c ^ ' 

I , e tang. b = — — - — . Facciasi tang. c 



5=-, e Sara tang. p = 



tang. c 

I 



Qiùndi è d’uopo soltanto di calcolare la 

a 

lunghezza di un arco , la cui tangente sia = - , 

l - 2 

e quella d’un altro, la tangente del quale 
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1 * 5 ' 

r= * . Sostituiscasi pertanto - in luogo ^i x 
3 . 2 ^ 
nella serie , la quale si trasformerà in 

L ■ ■ . . 



3 - 2 - 



5 - 2 * 



7.2 



9-2 



— -7 — + ócc'^ , indi sostituendovi - in vece 
ri.2*® / 3 



di X , si otterrà T altra 



-0-— 



3-3 



5 - 3 .^ 



— — — Si ese- 

7.3^ 9.3* .i*-3‘° . /• 

guisca il calcolo , e si computi ciascuna sene- 
fino alla decima cifra decimale (^) , e si troverà il 

valor della prima = - (0,9272952180) ossia 

2 

a ( 0,4636476090 ) , e pel valore della seconda 



a 



- ( 0,9652516632 ) , ossia a (0,32 17505544 ) • 

3 > • o 

Dunque la lunghezza dell’ arco di 45° =r= 

rt ( 0,7853981634), e moltiplicato questo nqme' 
IO per 4 per avere la semiperiferia , dà 
/?{3, 1415926536) . Dunque sta il raggio alla- 
semiperiferia , ovvero il diametro alla periferia 
(3,14,15926536) ::i: 3,*4I5926536 ; rap- 
porto , che si potrebbe facilmente trovar, e con, 
maggior esattezza per mezzo del metodo pre- 
cedente * 

Hz 



(•) Della prima serie meno convergente bisogna 
sommare per lo meno quindici termini , e dieci per 1» 
n>eao delh seconda . . - • 
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, CAPO IX. 

‘ *. 

Dclt integrazione dei Differenziali logaritmici 



A. 



29. X libbiara ‘veduto, che /i.log. x = 
dx 

— ( Cale. Di^. §. 46. ). Dunque reciproca' 

X * ' 



ax 



fdx 

mente J — log, at-|- C . Inoltre a . log. 
adx dx 

e log. ax c= log. x -1- C , ove C 

^tX X 

è oecessariamente = log. a , 

/ dx 

■ ^ eslog. (a^-A:) 

-4-C, e y^|^=log.(«^ + *^)-t-C. Pe- 

'tò in tali casi l’ integrale è il logaritmo del de- 
iK>rainatore . . 

» <|X ^dx' 

■ ,IVIa per integrare — ^,*_è d’uopo dare 

(t X 

a*’questo differenzfale’ una forma' tale , per cui 
apparisca nel numeratore il differenziale del de* • 
nominatore , cioè ^x^dx . Perciò deesi aerivere ■' 

la formola così : - . — - — , indi si trova l’ in. 

3 a’H-x’V 

a 

tcgrale = - log. (a’ -t- ) -+■ C. ‘Così pure 

;==y^ I X -- Jog/f« 
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^ C = log. — ^ h C .* Inoltre ■ ■ =z= 

^ a — X J a^~{-x^ 

I r 2xdx I . , ^ 

= - log. c == . . ^ 

log. V ( «* "1“ ) H” C. Finalment^ - ^ =: 

r a ,nbx'>-^dx a , , , , , 

/ ”T • T 77 — = 'l ^°S- ( ^ -f- ) 4- C ii= V . . 

^ nb k-\rbx" nb 



log. ( ^ 4-^x" ) " -I- C. 

31. Ecco un esempio della maniera di de- 
terminare in numeri il valore di siffatti integrali. 
Per avere per es. il valore di log. ( a x ) , 
quando a e=r 5 , e Jtf = 2 , bisogna cercare il lo- 
garitmo iperbolico di 7 . A tal fine cerco nelle 
tavole ordinarie il logaritmo briggiano di 7 , il 
quale è 0,8450980 . Questo lo moltiplico per 
2,3025851, ed ottengo 1,94591 pel valore di 
log. ( a 4 - a:) , o pel valore dell’integrale di 

< nelr ipotesi di a=5, e di x = 2. 

a-t- X 

32. Occorrono talvolta dei dift'erenziali , 
integrabili per mezzo de’ logaritmi , sebbene 
non compajano sotto una forma simile alle 
precedenti . A tal caso appartiene il differenzia- 

dx 

le —7- — . Ci riesce qualche volta di da- 

I) 

re a queste espressioni la forma di un differen- 
ziai logaritmico col moltiplicarle per una fun- 
zione di X t^e , che il prodotto , che ne na- 
sce , sia il differenziale di questa funzione , o 
almeno sia il di lei differenziale moltiplicato o 
diviso per una quantità costante . In allora si' 

H3 
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(ìivida di nuovo per i»'. stéssa funzione , e un 
Uil differenziale sarà visibilmente un differenziai 
logaritmico . Applichiamo quest’ osservazione 

al differenziale ■ r r ' j ' T • Si moltiplichi per 



xdx 



y/[x^—l) 

x~^\/[x^ — i), con che si ottiene . ^ - . 

' ' Y — 0 

H- àx , che è realmente il differenziale di x 

/ ■» 



dx 



xdx 



*In simil guisa si trasforma il differenziale 
dx 

:r t qualora si moltiplichi il suo nu- 

vf(i — 

meratore e denominatore per — i , per cui 

dxy — I . . , 

il CUI integrale e 



SI ottiene 



I) 



V— I. log. C’ 



APPENDICE 

DEL P. D. GREGORIO FONTANA. 



E 



cosa mirabile nell’ integrazione delle formel- 
le logaritmiche, come una tra le più semplici 

di queste, che è / , sia ancora rimasta in- 

log. X 

domabile dopo i replicati tentativi di Eulero . 
Qiiesti però , se non ha potuto assegnare 1* in- 
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tegrale in generale , lo ha assegnato per certi 
valori ‘determinati della variabile z, ed ha per 
es* stabilito questo importante Teorema, che il 
detto integrale preso da a=:o fino a «=i 
ha un valore infinito , teorema , eh’ egli dimo- 
stra con questo brevissimo discorso: „ Si sup- 
ponga la variabile z già pervenuta al valore 
infinitamente vicino all’ unità , sicché sìa a = i 
— w , essendo « infinitesima ; allora a motivo 
di dz=:z — e log. z = log. ( i — w ) r= — w , 

■ , r r d^ .. . ; 

la formola / -7- — ■ = /— diventa visibil- 

^ log. 2 »/ w 

mente = log. « , cioè infinita „ . Farmi però 
rimanere qualche sospetto sulla legittimità 
di questa dimostrazione , perchè non si vede , 
che coir integrale log. w siasi adempito alla pri- 
ma delle due condizioni , di dover cioè incomin- 
ciare da Z—- 0 , ovvero da w =m , che ripu- 
gnerebbe al supposto di 0) infinitesimo . 

Ecco ora come io prendo a dimostrar il 
teorema , passando però per un lungo circuito , 
che per altro parmi rigoroso , ed anche elegante- 



ri- 



preso i per un numero infinito , sarà z‘ = 
I, essendo u un infinitesimo. Dunque 



log. z = i log. ( 1 -+- « ) = i « = / ( «‘ — I ) ; c 

/— r — ■ *' =* . 

e perciò 3 = jc* ,dz^^ ìx ~ 'dx , onde j 

I) 

2 = dx [x'~ » -H .V‘“ { -h X'- 4 

H4 
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4- x'-s.... H- I -i- 
x'-5 






fi- 1 



X 



i i 



X — I' I — I i ^ 



. log. (x i) -i~Cost. B 

* — 3 

p dz 

poiché per la prima condizióne / i aee 

i (z'— l) 

svanire allorché z — o , ovvero ic‘ , oppure 
Ar = o, sarà quindi Cost. = — log. - i • iJun* 
r dz x‘“‘ 

k M — I - ■“ • • • • • 

J lOEf. Z i I i — 2 i — 3 



que 



log. 



X' 



■ ; e preso z — ► i > cioè i 



nasce 



r dz _ 

J loe. 2 



I 

3 



I 

4 



I 

5 



log. 2 

■ -p- log. 0 = 00 — oo » Per evitare ora 



* « 

questo valore indeterminato e vago oo — oc ^ 
getto in serie log. , ovvero log. ( i ”■ a*). 






x' 



ed ho log.(i— 5rj = — ~ 



X 



x‘- ‘ 



x‘ 



x‘ 



i *+ 1 



X^' 



5 '■■■ i— I i i-hi i-1-2 

x^‘ x^' * jc^i nella 

2» 21 -pi 2/-p2 A/ 

qual serie visibilmente convergente, a motivo 
di X non mai maggiore dell’ unità, il numero X 
è un numero infinito qualunque , non essendovi 
ragione alcuna, per cui debba arrestarsi la serie 
al numero i di termini , piuttosto che ad un 
numero comunque più elevato di i come é Xi • 
Perlocchè sostituito nella predetta equazione 
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questo valore di log. ( i — jc ) > si troverà 

dz x‘ a:* "*• * AT' » x‘ ì 

loir. 2 i • 



log.« 



/ -f- I i •+• 2 



— ^ » e quindi posto * =; i , e conseguente- 



mente X 






dz 



log. 2 ; 



(dentro i limiti di 



^ ^ ^ ^ ^ j 1 I 

i -+- I f -f- 2 

— * ~ • Ora io ho dimostrato nel 

primo Opuscolo del I. Voi. degli Atti della Soc. 

ItaL, che -r-^ ■+• T-J — 

** 4-2 *- 1-3 Xt 



= log. X . Dunque ^ - • = — log. X , 
»/ log. 2 ® 

l’infinito negativo. Il che era &c. 



cioè 



C A P O X. 

Dell' Integrazione dei Differenziali delle I^antità 
• Esponenziali . 



33- ^fon si può prescrivere su di ciò altra regola, 
se non che bisogna studiarsi di spezzare il dif- 
ferenziai proposto in due altri fattori, l’uno 
de’ quali sia il differenziale del logaritmo ^11’ 
altro. Se ciò accade , si divida per questiaftw^ 
fattore . Pertanto facilmente si vede , che 
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^dy log. ^ è suscettibile d’ intc- 

ydx 



ydx 
X 

grazione , poiché il fattore dy log. x 

/ ^ 
è il differenziale di y log. *, e jv log. a: è il lo- 
garitmo di x^ . Si trova dunque per integrale 

xy(dy log. x-^^) x^(dy\og.x-h^^) 

-1-C= 



d log. xP' 



dy log. X -+ 



ydx 



•*h“ C zzz x^ “f— C . 

È chiaro parimente , che anche e^^^dx è ca- 
pace d’integrazione, perchè dx è il differen- 
^ ziale del logaritmo di , diviso per una co- 

/ g“xdx 

= — ; ; — 

adx log. e 

^ax 

r= — ; . Ora se e sarà quel numero , il cui 

a log. e 

logaritmo = i , trovasi l’ integrale di e^’^dx, di- 
videndo • questo differenziale pel differenziale 
dell’ esponente di e. 

34. Se fosse proposto il differenziale 
e‘*x^dx, ove e esprime quel numero, il loga- 
ritmo del quale = i , sarà primieramente 

/ (‘X 

e^^dxxzz . Quindi si può supporre 

a 



gaxxm 



a 



•/: 



f 



e‘*x'” dx . Differenziando sa- 



ni 



rà e‘^x"'dx -f- x'”-'dx df z=z e<‘>^x'” dx , 



m 



Ne viene perciò — o*^dx^df. Per tro- 

« 



< 



J 
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var /, non fa d’ uopo che d’ integrare 

* C 

— Ma Ja regola d’integrar un tal 

prodotto è quella appunto che si cerca. Perciò 
bisogna procedere con questo, come sopra , 

cioè bisogna porre f z= — g , giacche 






^ttX 



e^^dx = . Indi si trova dg, come pri- 



ma fu trovato df . Cioè si ha df 
m [m — i) jf'"-* eo*dx 



e“’^dx 



a 



m ( m— i) x”'~'‘ e“^dx 



— dg\ e però dg = 
. Sia ora di nuovo g 



tn(m — , 

— “ »n e differenziando dgzxz 

m{ m — I ) x^-'^e<‘*dx — 2]x^-ìe“*dx 



j, ,1 l)(»l 2)x^-iè<”‘dx 

«i— db . Dunque db =: . 

«. , — — 2]x'"-ìe"‘ 

SiA ancora h = — ^ — /, 

t così di seguito . Àbbiam di sopra trovato 

— f ; quindi sostituendo 

prima ad / , indi a , h , &c. i loro 
rispettivi valori , s’ avrà la serie f e^*=x^dx = 
e«*x»« t» 77/ (m — 1 

jìi ( tn — ì)[nt — 2 ) x"'-ì e"* 

' — 



/■ 



f^x^dx = 



goxxm 



a 



1 
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( X” 

_ 

a 

m ( m — i)(t» — 2 ) X'"-! 



&c.^ Quando fft 



•) Qp 



In 



è un numero intero e positivo , allora la serie 
si rompe al termine che si trova moltiplicato 
in f» — m . Sia per cs. m = 2 , sarà 

/’ 9 I / 2 V 

e“*x^Jx = e“^f — H — 1 . 

\ a J 

cotesto caso i termini camminanq co’ segni alter- 
nanti -4- e ■ — , 

Ma se 7 >t sarà un intero negativo , sarà 

/ e‘^dx /■ I iri »/(»;-+- 1) 



a;"* \ a X” 

( »/ -f- I ) ( w -4- 2 ) 



a*'xì ■** "• 

mente >« = 2 , e s 

2 2.3 



&c ^ . Sia nuova- 



V.rtx'* a*- X 



+ 



’ a“>‘dx 
x 

2.34 
a*. x‘ 



/^a^^dx * 

^vra y— ^ = 

• &c) . 



Sia ;« = §■ . Se poniamo questo valore j 

nella prima equazione avremo / e“^x^dx = 
2 •' 

2 a 8 o X 

f — — 2^ j — 

3a’of^ i^a^x^ 3^rt*jc’ 

e se Io poniamo nella seconda , avremo 

2 2.5 



e«l 



x^ ax^ 

3 a. ■' 






9 , i 
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35 - Si può adoprare con molto vamaglio 
jl numero a, ,1 cu. logaritmo = , , per l'inte- 
granone d, que differenziali, che contengono 
de lo^ritmi. Se si ha ad integrare per es 
^d*( og,a;)",posto log.a; = z=Ìa log.P 
xz=n, tdxzziixdz,, e a:”d*(|og a-l" = 
+ il qoal differenziale è integrabi- 
le algebricamente nel caso istessQ del preceden- 
te, e oelM stessa maniera. 




CAPO XI. 



m-Int, gromme d,’ diflrmiali , qmli mtrma 

wii e coseni , ec. 



36. Abbiamo veduto, che dson.<ù^ depcos o 
e d. cos. p = ^d(p .sen. 9 . Dunque recipro- 
^mente J integrale della prima formola sarà 
— sen. 9 ^ c, e della seconda = cos. 9-f. r 
Su questi due capi si può fondare l’integrazio- 
ne di qualunque differenziale affetto da seni e 
coseni seguendo altronde le regole da noi pre- 
cedentemente s^bilite. Gli esempi renderanno 
la cosa chiarissima . 

Abbiasi ad integrare ^ 9 cos. 39 j questa 

si scriV. cos. 39 

va cosi . ^ e I integrale sì tro- 



va = 



sen. 30) 



■ C . Medesimamente si trovi 
1 integrale di d(p sen. 39, scrivendo in sua ve 
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-3Ì<P sen.j^ 



ce 

— 3 


9 


cos. 39 


1 . 


“* — 3 




si cangia 


in 

« 


— cos. w9 


+- c 



'd(p sen. w(p 



cd è =: 



■m 



m 

Debbasi integrare { sen. <^]"d(p cos. (p ; sì 
osservi, che questa espressione è = 

(sen. <f>)"d sen. (p . Se trattasi ora sen. cp come 
una variabile ordinaria x , ogni differenziale si 
potrà integrare, come s’integra nx^-'dx, e sa- 

K ~+“ I 

Se fosse proposto ad integrare ( sen. w/ <p } ** 

, .... fsen.wcp)" md(^ cos.mcp 

d<p cos. m<p, SI scriverebbe: 



(sen. mc^yd sen. ;«(p 



m 



m 



, il Gtti integrale z= 



C. 



( sen. wcp )" * 

Per trovare / ( cos. a* <p )" <p .sen. »* (p , si 
J ' — ( cos. »* <p }«>«</ (p sen. m <p 



scriva invece 



■a* 



.... , . (cos. w<p}« ^ 

li cm integrale si trova = — -1- C . 

— la ( a -4- I ) 

Debbasi integrare if<p sen. ptp. cos. 59: è' 
d’ uopo risovvenirci , che sen. [a -f- b) = 
sen. a cos. b -f- sen. b co.s. nj sen. (.* — b ) =, 
sen. a cos. b — sen. b cos. a ; onde sommando 
le due fiormole c dividendo per a avrà 
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sen. a cos. b z=z\ seti. ( « -4- ^ ) -4- i sen. ( b ) . 
Di più per essere cos. [a-+-b] r= cos. a cos. i-»- 
sen. a sen. b , e cos. [a b) = cos. a cos. b -H 
sen. a sen. b , è altresì cos. a cos. b = i cos. (a-4-i) 
«+■ i cos. { rt — b) , e sen. a sen. b z=z | cos. ( a ——b) 
— — I cos. { rt -t- i ) . Dunque sen. ^9 . cos. 59 r=s 
i sen. (9 -H ? ) 9 - 4 - i sen. (9 — ? ) 9 • Resta 
pertanto ad integrarsi i ^9 sen. (9 H-?) 9 - 4 - 

^ H- ? 

. j (/> — 9)^9 sen.(9 — ^)9 
H ; e 1 integrale 

— i cos. (/» -f. 5)9 
SI trova ■ ■■ — 

* -+- fl 

jcos. (p — ^)9 

P 7- ? . ^ 

Nella stessa maniera si integrano' r^ifFe. 
renziali della forma: J9 sen. p9 cos. q<p sen. y9^ 
cambiando questi prodotti in seni e coseni del^ 
la somma o diflFerenza degli archi p<p^ ^9, r(p. 

Qualora si debba integrare ^ 9 f sen. 9)3 , 
si convetta in <^9 sen. 9 (sen. 9)^ . Ma (sen. 9)^ 
= sen.9 sen.9 = I cos. ( 9 — . 9 j — 1 cos. (9-H9) 
= 2 — i cos.. 29. Dunque sen. 9 (sen. 9)^ = 
i sen. 9 — ^ sen. 9 cos. 29 • Conseguentemente 
d(p ( sen. 9 ) ’ ? d(p sen. - 4 - | sen. <p cos. 2<p . 

Se ora si proceda con sen. <p cos. 29, come si è 
proceduto con sen.^ 9 cos.^9, allora T integra- 
zione non ha più niente di difficoltà - 
•' Di qui si comprende come si debbono in- 
tegrare l’ espressioni <f9 (sen. (p)n, W9(cos. ffl)”, 
ove u è un numero intero positivo . 

D’una simil maniera si possono integrare lo 
espressioni della for.ma d 9 ( sen. p (p)'" (<?os. 9 X 
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(seti. y<p)* » iti cui >», K, j sono interi posi* 
tivi . 

Quando in alcuni diÉFerenziali occorra 1’ e- 
spressione della tangente , questa si riduca a 

sen.9 

sem, e coseni, stante che tang.<p= ; &c. 

, cos. <p 



CAPO XII. 

Di alcuni differenziali , che sona integrabili per 
archi , 0 per segmenti di cerchio , 



n 



37. J_^acchè le tavole logaritmiche non me- 
rlo, che le trigonometriche sono state "calcolate 

S er i seni, coseni &C di qualunque angolo ^ 
on è' punto necessario di svolger in serie 
que’ differenziali , i quali si riferiscono a’ logarit- 
mi , ovvero al cerchio , ma si possono integra- 
re nella maniera seguente . 

38. È facile il dimostrare , che 1’ espressio- 
\adx 

ne per es. 



è il differenziale d’ un 



V ) 

arco di cerchio di diametro = «, e di ascissa 
5= X . Conseguentemente T integrale , di 



\adpe 



2 cf ( 

Fifi. ». r — e la lunghezza dell’ arco AM 

V (a»; — X ) 

sono espressioni sinonime . Se si cerca pertanto 
dato un valore della x , un determinato valore 
di quest’integrale, si sottragga da CA, ossia 
da I a il dato valore di x , ossia di AP , e si 
Otterrà CP, t dunque noto nel triangolo reu 
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tango lo CMP T angolo retto , l’ ipotenusa CM^ 
e ’J lato CP . Perciò si troverà anche 1 ’ angolo 
ACM . Dall’ esser poi noto il numero de’ gradi 
compresi nell’arco AM, si può facilmente cal- 
.colare la lunghezza di quest’arco . 

39. Se dato fosse il differenziale 

- hdx , . 

— — ; , in CUI h, g, pj, k sono 

\/(gkx—px^] . ^ ^ ^ 

quantità costanti , si può ridurlo simile al pre- 
cedente dividendo prjma sotto e sopra per 

hdx 



Vp , 



con 



che 



SI 



ha 



\/p 



dx 



Wp 






di poi si mokipli*. 



1 * J? ^ 

chi sopra e sotto ‘ per , per cui si trova 

2p 

h gkdx ' gMx • 



Vp 



2p 



2ph 



2P 






2p- 



e r integrai di questo si è un arco di cerchio 

gi, 

il cui diametro = -, c l’ascissa = jc, il 

P 

il qual arco va poi moltiplicato pei- JiL, 

40. Quando si supponga, che fe.’^scisse 
prendano' la loro origine non già nel punto A, 
ma bensì nel punto C, e che sia- il raggio QA 



l 



) 
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t • 

5=;^, e r ascissa- CP = x, .\/ [b^ x^) 

il differenziale dell’ arco AM. Dato pertanto 

kdx 

un differenziale della forma 7773; 



4to si trasformi in 



px ) 

k dx 



VP ■ x//^^ 






Ora significa qui lo stesso che b^ nel 

p ' 

differenziai precedente , e la quantità — b ( fat- 
tore della dx) nel presente caso c = — 

si moltiplichi pertanto il numeratore ed il deno- 
minatore per questa quantità, e sarà 

J- 

V f 1 . ^ Pongasi ora CA =5 



_v= 



V — , c CPszx; e 
P 



k 



Vp 






. AM “f— C 



^ . AM •+• C sarà J’integral cercato , 



Wgi> 

41. 



a^dx 



è il differenziale d’ un arco 



X 



circolare di raggio =: a , c di tangente r= x , 
La lunghezza di quest’ arco si può trovare 
cercando per mezzo della, tangente ac 1’ angola 
ACH\- 
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Sia proposto 



kdx 



13 1 



Si divida sopra 



gb^ h x‘ 

k 

e sotto per h , con che si ha —, -7— 

w . 



3C' 



e moltiplicando parimenti sotto e sopra per 






si ha 



gbz 



k 

1 

Iti 

b 

■ dx 



gb^ 



dx 






Si avrà dunque l’integra-» 



le del differenziai proposto, calcolando la lun-» 
ghezza di quell’arco, che ha x per tangente, 

per raggio, e moltiplicando l’arco 



istesso per 



k 



42. Nel cerchio si ha ydxx:dx^{ax-^x^) , 
Punque qualsivoglia differenziale, il quale o 
abbia di già questa forma, o vi sia riducibile, 
s’ integrerà per un semisegmento circolare , Sup-» 
posta r origine delle ascisse nel punto C , e 
fatto CA •=: b, CP xs X, dx\/ {b^ — AT* ) 
sarà il 4iffercnzi^le del semisegmento APM^ 



u" 
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CAPO XIII. 



13C 



Di casi , ne quali t integrale d’ un certo dijferenzial 
binomio dipende dall' integrale noto d' un altro 
diffìerenzial binomio , 

- .' ■! I- 

43. Se dopo le indagini idonee a scoprire, se 
un proposto differenziale binoqiio è integrabile 
algebricamente , ci siamo accertati non esser 
quello compreso ne’ casi prescritti di sopra , 
non si deve perciò tosto ricorrere al metodo 
d’ approssimazione , che spiegato abbiamo ne’ 
Capi precedenti . Avvegnaché può accadere , 
che l’integrale del proposto differenziai bino- 
mio dipenda dall’integrale di un differenziai bi- 
nomio più semplice . Noi cercheremo di svilup- 
pare i caratteri , che aver deggiono tali diffe- 
renziali , affine di esser in questo modo capaci 
d’integrazione. , 

44. Qualora dunque si voglia esaminare se. 
l’iptegrale di x™dx[a-^bx"Y dipenda dall’ in- 
tégrale di dx[a~^bx’>y , si proceda nel mo- 
do seguente, Si prenda a differenziare la for- 
inola AT” + • ( a )^ > _ e sarà . . 

d [x™ ■*■ *(«-}- bx’' jr ] ;= Ó «-+- 1 C« -4“ bx’* ydx 
-4- nphx'" 'X"- ‘( a -f- b x")p- ^ dx Dunque 
-4- Ajc"]/’] ~ npbx"'^'' dx[a bx'‘]p-* 
r= ( »i -H I ) at'» ( rt -4- ^ x«)r j ovvero 
(hi -4- i) x"* dx {a bx’')P zzzsdl^x" + ‘ [a-\-bx’')P'\ 

—~npbx’^’^"dx[a-\-bx”]P“^. E però 
(hi - 4 - \')f x’^dx[a - 4 - bx'']Pe=.X'” + '[a’^bx”)tk 
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— ju (a -f- , cioè 



m 



nph P . 

; / x<^ ” d x\a -\- b x*^\p - * , Nella stes- 

sa maniera si trova f X'^ "dx[a bx»)?-' 

3(.m -H n -*• 1 ( _j_ l,x’’)P-» 

m -+- ri -+■ I 

n(p — 

w I J 4-^*”)/’- S met- 

tendo cioè nell’ equazion precedente m n in- 
vece di w , e ^ — I invece di . Si ottiene 

x™ dx (a -f- bx" jf s=: ^ 

Vi -f- I 

ìipbx'” ‘ Cfl -4- bx" '* p [p — i) ^ 2 , 

(»/ H-i) (?«4- ^ 

/ X"» ^”dx (a-+- bx”)r-^ . 

45. Facilmente si vede essere generalmen- 

te (e + 

JC»” « (a -J- ìat”]/’- » 

(«i -+- i) (»/ -h M -f- i) 

n^pjp — I ) b^x”' + a ^ X" )/ - * 

(w -f- 1 ) i) (w-f- 2W-H i) 

dr «'•*/>(/> — i)(p — a) (p — • 

( I H-7?i) { I H-7«-+-m) ( I -4-W/-J- 2>z) . .. [ I 1 ) 

aji H- m ■+ n (I . 1 ) ^ ^ ^ ^ 3jn J/> - » + I — 

n‘p(p—i) ip-—t d- I ) ^ 

(l -I- w) {l -+- 7M r^- « ) . . . [l 

/x® (a 4-^x")/’-». 



■ m 



»(/—!)] 



Il segiio superiore va'le , quando t è un 
numero positivo intero, ma impari, l’ inferiore, 

I3 
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quando t è un Intero pdsitivd pari . Ora sé 
p — f=.r ^ ovvero p —r=zt , ossia eguale ad 
un numero intero t , allora 1’ integrale di 
X'” dx(^a •+■ bx"y dipende dall’integrale di 

q _ m ^ 

x<” dx la b x"Y , c se / = è ml- 

n 

mero intero positivo, allora l’integrale del dif- 
ferenziai proposto dipende dall’ integrale di 
x‘>dx(a-i-bxfy-y poiché in tal caso si ha 
5 = ffi -t- r« . 

• 46. L’integrale poi di x"* dx{a bx")' 

dipende dall’integrale di x^dx [a-i-bx'‘Y ,ogno- 

m-\- tn — h in — h . , , 

ra che , ovvero — , cioè la 

n « 

differenza degli esponenti della x fuor del bi- 
nomio divisa per l’ esponente della x entro il 
binomio dà per quotò un numero intero posi* 
tiv’o . Per dimostrarlo si assuma la formola 
")/’+*, la quale differenziata ci *dà 
)/’ + *] = [q-^\)xl dx[a-^bx’']r'^^ 
H (p -+- 1) i xw • + " - • rfxr (a H- bx'‘ )p = 
bx'’)P-{-lqb’+-b)xl^''dx{a -f- bx” )P 
^ (npb nb)xl'^'‘dx(^a - 4 - bx")P =: 

( a q -f- a]xì dx [a -4- b X" )f -f- 
( iipk-\-nb -H gè -4- i I af? + "dx(a -4- bx" }P . Onde 

fx,* -jx(a^ix-)p= 

- è (Mp- 4 -«“ 4 -g'-+- 1 ) 

— . ^(g* 4 - 1 ) f xì dx[ a -4- b X'")/’ 

è(Hp- 4 -«- 4 -g- 4 - 1) 

47. Se dunque trovar si voglia 1 ’ integrale 
di X*" X (fl -4- è X" }/■ per mezzo dell’ integrai 
noto di x‘tdx(a~^bx'^')P , si ponga g-4-«r=:»«, 
ossia q = IH — - n , con che si avrà 

, x'+'"-”(a -4-èx»> + « 

X’” d X (a ’+■ b x”)p zzz — ; — 

è(»p- 4 -w- 4 -i) 
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dx(^a - 4 * hx"')p. Parimenti 



si trova , ponendo q-\~nz=z}n — n , ossia 5=>« — 2» 

/ ' , , , ^ Jfi + m - )/>+« 

X"* - " ^ a; ( rt -f- ^ Jtr" y = 



— a(>M — 2 «*+-i) 



b{np-+-iti — lì -+- 1 ) 



, , T / * *"dx(a -f-ix" y. 

b(^?ip m — « - 4 - i) ^ ' 

Quindi rie nasce la formola generale . 
x'«dx(a - 4 - bx"y z=s ^ - 

a(i 



»i 



b (np m -+■ ly 
■ 11} X* '"•“(rt- 4 -ix»')!’ * 



b^ ( tip -H m -H- i) ( «^ -f- 7H H- I — n ) 

— n](ì-^m — 2 ii)x» 3”(g -4-^x”)/d-* 

b^ I 1 I — a«) 

— - + m - «) (i ■{- m - in) ... [1 -f m - n(t - a + ^ , 

A* (n/) ^ m + i) (n/i + m + 1 - n) . . . . [nf + m + i- n(<-i)] — “ 

4' (1 + m - «Ui +- n, - in ) ( I j- m . t« ) r;rm-»nJx(rt+Z'X"ì'’, 

f {np + m-f'i)(n^+m + i-n^ . . . [nf ^ 

Vale il segno superiore, qualora t sia pa- 
ri , r inferiore , qualora t sia dispari . Da qui si 
vede, che se m — tnz=:u^ ovvero m — ti^xUn, 



6 r = 



ììt 



u 



n 



cioè se la differenza degli espo- 



nenti della X fuor del binomio divisa per 1’ e- 
sponcnte h della x nel binomio dà per quoto 
un numero intero positiv'0 , 1’ integrale di 
X"' d X a b X’' )p dipenderà da quello di 

x" dx{a~ir~bx'' ]P , e che quello potrà trovarsi- 
per questo. ' 

48. L’integrale di dx(^i — dipende 

dalla quadratura del cerchio. Sia il raggio “ i , 
r ascissa presa dal centro = x , sarà quindi l’ ordi- 
nata — ( I — )^ . Ora se si volesse trovare 

U 
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S 

per mezzo dell’ integrale di 

dx{i — x^)^, si osservi, che ciò" è possibile, 
m —‘Il 4 — 0 



mentre t 



■ = = 2 e un intero 



» 



positivo . Si ha poi a = i, ^=s— i, m = 4. 



f 

2\1 



w=2, e />=i; perciò si trova fx*dx[i — x^) 

c , . 

— ATM I — X^l -H f- 

5T ^ 5-7 

X*djc ( !'■— * Di più 

•/ ' ' IO 10.8 



7.5 x 3 (i — jf^) 






10.8 
7.5.3 k(i— 



IO. 8. 6 

7- 5-3 



10.8.6.4 
Onde finalmente si ha 



10.8.6.4 

i X ( I — )^ . 



f 



x*dx[i — x^) =- ^ 



X^(l —x^]^ 



IO 



+ 

3x*(i — x^)^ 3. 5x^(1— jc^)^ 

10.8 10.8.6 

3 

d-S-ixCi — x^)^ , 3-5-3 r. / ,v2 . 

rk • T7~ fdx{i^x^) -+-C. 

' 10.8.6.4 10.8.6.4»/ 

Come si possano integrare que’ differenziali, 
che son della forma dx)/(i — a:’), Tabbiam 
già veduto di sopra . 

49. Quand’anche la differenza m—UL de- 
gli esponenti della x fuori delle parentesi divi- 
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Visa per T esponente della x dentro di esse 
non presentasse un numero positivo intero , 
non si dovrebbe perciò tosto conchiudere , che 
r integrale del differenziai proposto non di* 
pende dall’ integrale dell’ altro differenziai piò 
semplice . In tal caso si deve rendere negativo 
r esponente della variabile dentro delle paren- 
tesi in ambedue i differenziali , e se la differen- 
za de’ due nuovi esponenti fuor delle parentesi 
divisa per 1’ esponente della x entro di esse dà 
un numero intero positivo, nuovamente l’inte- 
grale dell’ uno di tali differenziali dipenderà 
dall’ integrai dell’ altro . 

Se si domandasse , se 1’ integrale di 

x~^àx{(& — x^') ^ dipenda dall’integrale di 

X 

li X ( X*) ^ , a prima vista si risponde- 

m — « -—8 

Ma se dei due differenziali si trasforma il pri- 

X 

mo in x'^^dx^a* x“* i) d secondo 

in — i) allora si vede, che 

m — u — 10 - 1-2 ,«• 

— dà Un numero mtero 

«. — 4 

positivo per quoto. Quindi l’integrai del pri- 
mo de’ due differenziali dipende dall’ integrai 

del secondo, e si ha f x~^^dx(a* x'^ — 

A " I ^ 

7« 2 III* 

— x'^dx(a*x~* — * 



rebbe di no , poiché 
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CAPO XIV. 



Dell' integrazione de' rotti razionali. 



Q. 



50. Ncualunque dift'erenzial razionale è sempre 
integrabile o algebricamente , o peh archi di 
cerchio , o per logaritmi , o per tutti e tre que^ 
sti mezzi assieme , o per due soltanto . 

Egli sarà integrabile algebricamente , quan- 
do non vi sia alcuna quantità variabile nel de- 
nominatore, a meno che questa non fosse mo- 
nomia ; eccettuato però il caso che l’ esponente 
di lei fosse = i , in cui s’ integra co’ loga- 
ritmi , com’ è chiaro dalle cose dette . 

Non ci restan dunque che 1 casi , ne’ qua- 
li il differenziai proposto ha un denominatore- 
razionale polinomio. 

51. Il -differenziale dee esser di tal indole, 
che r esponente della massima podestà della 
variabile nel numeratore sia minore almeno di 
un’ unità , che nel denominatore . Quando ciò 
non sia, si dee dividere il numeratore pel de- 
nominatore, finuntó che il residuo non abbia la 
massima potestà minore di quella del suo deno- 
minatore . Se si avesse per .es. ad integrare 

sarebbe necessario di dividere 



x^dx per -1- , con che si otterreb- 
be xdx — 'iadtc per quoto, c %a^ xdx ■^a^ dx 

x^dx 

per residuo . Dunque in luogo di 



sax. 






DIgitized by 



139 

sì otterrà T espressione xdx — ^adx H- 
^n^xdx’^ 'ia^dx 

-+- 3 ax-f- 5 c^ 

52. Affine di scoprire il metodo, con cui 
poter integrare i rotti differenziali razionali , è 
d’ uopo ricordarci , che il differenziale del loga- 
ritmo d’una quantità è uguale al differenziale 
della quantità, diviso per la quantità medesima. 
Giacché adunque tali differenziali vengono sem- 
pre espressi per frazioni , egli c naturale il sos- 
petto , che r integrazione delle frazioni razio- 
nali differenziali dipenda dai logaritmi . Sia dato 
per es. za log. ( a x ) — za log. ( za -f- x ) . Il 

, , 2,adx ladx 

differenziale sara — — “ — > ovvero 

a~i-x za-h* 

2 a^d x 

-H 3ax“+- * 

Adesso per integrar questa frazione, sareb- 
be necessario di spezzarla in due altre , una 
delle quali avesse per denominatore a-f-x, e 
r altra zaH- x, ed i loro numeratori fossero 
quantità costanti moltiplicate in dx.. I due 
rotti sarebbero così integrabili co’ logaritmi . 

53. E’ dunque affatto naturale nell’integra- 
zione d’ un tal rotto differenziale ' il tentare di 
smembrarlo in tanti rotti semplici , quanti sono 
i fattori del denominatore , e di dare a questi 
rotti uno di tali fattori per denominatore . E 
questo infatti si è il metodo , di cui dobbiain 
servirci , quando tutti i fattori , da’ quali risulta 
il denominatore d’ un proposto differenziale , so- 
no ineguali fra se. 

54. Ma se alcuni dei fattori del denomina- 
tore saranno fra se uguali , non ci dobbiamo 
aspettare dal precedente metodo un buon sue- 
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cesso i poiché r integrale non può in tal caso 
dipendere dai soli logaritmi . 

o • , " • 

Se SI volesse per es. integrare ^ ; 

(a-hx)^ 

l’integrai sarebbe — -{a- 4 -Ar)”*n-C, il quale 
non dipende certamente da’ logaritmi. 

Ma se fosse proposta la quantità — • 

log.(a-f*J!:)-l-2fl log.(2a-i-x) — alog.jsa-f-x), 

a^dx 

il di lei differenziale sarebbe =' 



zadx 



zadx 



adx 






a • 
( 2 ax- 



X 



•za 



A^)dx 



X 

zadx 



3 «- 



•X 



adx 



2a -H xr ja-f-ar 

I ioa*-f- 26a^Jf -+- i7a*Jir^-4- 2ax’ )dx 

' — ■ — ^ , e per 

(a-H-x)^ (2a-f"x) (3a-+-x) 
integrar questo rotto sarebbe indispensabile di 

.... (2aJf a^)dx 

convertirlo di nuovo in • 



zadx 



adx 



(a-+-x)^ 

, ossia di spezzarlo in tre 



2a-+-x 3a -J- X 
fattori più semplici , il primo de’ quali avesse . 
per denominatore il prodotto di tutti i fattori 
eguali , ed in cui il numeratore contenesse la 
massima podestà della variabile minore d’un _ 
grado della massima del denominatore . Ciascu- 
no degli altri due rotti avrebbe per denomina- 
tore uno de’ fattori ineguali, e nissiina potenza 
della X nel numeratore . 

( « -h bx~\~ cx^-t- . . . -H kx" ]dx 

Se dunq'ue ; — 

^ jl/ 4“ N^x -I- Px^ ■+■... Tx’' 

rappresenta generalmente qualunque rotto diSe- 
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xenzlale l'azionale, e si suppone, che siavi nel 
denominatore un numero ni di fattori uguali 
x-i-g, un altro numero p di fattori uguali x-+-h, 
&c, e di più un numero arbitrario di fattori 
ineguali x-ì-q, x-+-r, &c , nel qual 

caso la precedente espressione si cangia in 

(a-hl’x-i^cx^-h- kxn-^) Jx' 

( x-i-g )™ [x-jrh]P . . . { x-i-i ) ’ 

per poter procedere all’ integrazione si deve porre 
( a -+-l?x -4- cx^ -H kx"-^ ) dx 

Ax'”-^dx —I— Bx’^'^dx —1“ Rdx 



A'xP-'dx -4- KxP-^dx -f- ^dx 



Ldx 



(x-^h]P 

Mdx 



Sic. 



Ndx 



Sic. 



X -i-/ x-hq x~+-r ' 

ove A, B, C,'A*, É, &c. sono costanti, che 

vanno determinJite , qualora si voglia eseguire 

r integrazione. 'Per riguardo ai rotti semplici 

Ldx Mdx • ■ I \ 

&e, ;1 integrazione non. ha punto 



X i X -+- q ^ 

di difficoltà. Imperciocché i loro integrali 'sono 

i. log. ( JCH- i ) , M. log. ( X -+- ? ) ^ &c. Per quanto 

poi risguarda i rotti complessi come 

Ax"* - 'dx -b- Bx"* -*Ìx -4- Rdx 

— p— — v>*sic ponga 

x-hg = Xy onde X ^ z — g , c dx = dz • So- 
stituendo questi valori nella formola precedente, 
questa si trasforma in una serie di differenziali 
monomj facili ad integrarsi , e de’ quali un so- 

lo ha la forma — ,‘ cioè a dire sarà integrabile 
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per logaritmi . Dello stesso tenore si proceda 

ji'xF-'dx -1- ttxr-^dx , R'dx 

col termine ; rr- ^ ^ ; 

' (x-^h)F 

cioè si faccia x h ~ \ . 

55. Due cose ci restano ancora da ricer- 
care': la prima si è di trovare i fattori del de-: 
nominatore del differenziai proposto ; T altra di 
determinare i coefficienti A, By C &c. 

Per trovare i fattori del denominato- 
re , si dee procedere , come si avesse a risol- 
vere un’equazione, che fosse = 0, da cui si 
ricavano i fattori hinomiali , dal prodotto de’ 
quali risulta il denominator medesimo . A tal 
fine noi ci riportiamo alle regole , che ci offre 
su di ciò r Algebra ordinaria . 

57. Per determinare i coefficienti A , B ^ 
Cy Sic, bisogna prima ridurre tutti i rotti che 
son moltiplicati da questi coefficienti allo stes- 
so denominatore . Con, ciò si ottengono due 
membri d’ un’ equazione , che hanno lo stesso 
denominatore , il quale perciò si può ometta 
re in amendue. Trasportati in seguito tutti ì 
termini da una sola parte , ne nasce finalmente 
un’ equazione , la quale non potrà inai verifi- 
carsi indipendentemente da qualunque valore 
della X , a njeno che la somma de’ termini , che 
si trovano moltiplicati per una stessa potenza 
della a; , non sia zero. Quindi è chè si otten- 
gono tante equazioni , quahti sono i coefficien- 
ti indeterminati. Perciò la determinaiioner di 
essi non è soggetta ad alcuna difficoltà. Gli 
esempi metteranno la ■ cosa in rpiglior luce . 

' . dx ' 

58. Debbasi integrare -j- r . Uguaglian- 

a — X*" 

do a zero il denominatore a naodq.di ei^uazio^ 
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tic , si vede tosto che i fattori binomiali^^da’ 
quali risulta , sono a -J- x , ed a — • x-, c perciò 

8i faccia ^ 



dx 



X Ci X 

(^Aa — Ax; -f- Bà • 



a — X 
Bx') dx 



os- 



avi 



~2 z 

— X- 

vero i zs Aa Ax -4- Ba Bx , e tra- 
«ponendo il secondo membro nel 43rimo,,così 
che 1 termini costanti' formino una colonna da 
se, ed un’altra ne formino i tefinini affetti dal- 
la X, si avrà 

I -1- Ax\ . . 

— — P fix >:5= o . . ' I - 

— B« J ■ 

Per quel che si e detto di sopra, 'la pfiiqa co- 
lonna ci dà l’equazione i Aa Bn 

e la seconda A ^ o; onde , si ricava 

I 

r T * j 

A=.-=z S = -i- . Perciò' 

a^—x\ . rt-f-x 

•—dx^ ' ■ . - 

. 2 «“ dx l . . 

(»+*)- 

— log. (a _ X) C = i log. ^ C . 

59- Scegliamo; per secondo esempio la fra- 
ipa dx-^ 26 a^ xdx-^ 1 7a^x^dx-{~^ax^ dx 
Ca-Hx)i(2fl-f-x)(3rt4-i) 1 • 

Q^iesta si 'ponga 



zione. 



"4- 



Ddx 






2 à: 



•X 



riduca .quest’ ultima' frazione 
allo .stesso dénominWe', 'poi ' s'i tolga d 
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SOI comune , ' e si divida per dXy indi tras» 
portati tutti i termini in un sol membro sarà 
260^ x-^' A 70^ X* -+- 

— 6a^B — SaBx — Bx^ — 

— 3 «^C — 6a^Ax — — Cx^ > = o. 

—^2a^D—-7ii^Cx — 5flCje^ — . Dx^ 

— ^a^Dx—^ 4aDx^ 

In conseguenza 

3a — D = o 
i7«^ — B — saA — saC — 4aD= o 
2 6 a* •— SaB — 6a^A — 7«^C — 5a^D=ro 
1 — 6a^B — 3rt^ C — 2«^ D = o 

dalle quali equazioni si ricava A=.za, B=a^y 
C = 2a , D = — a . Pertanto il differenziai 



proposto SI converte m 
2adx , adx 



( zax 



ydx 



(a -i- jf j ^ 

. L’integrale d^’^due ultimi 



za-jrx 3 a-t- 3 c 
termini è 2 a log. (2 a -H x) — a log. (3 a -4- xr) . 
Per integrare il primo si faccia a; -f- =; z » 

onde 'x=s:5 — a, e dx = dz i quindi 



C 2 aa: 



ydx (iaz — a^ydz- 2adz 



(aH-Jf)^ .. . 2 

"a^dz . , ' ' v 

— — Y~ y “ integrale = za log. z -t- 

Z 0 ^ 



=; 2 log. (a -4- jf ) - 4 - ■ 
completo è dunque 



--"a^ 



<X‘ 



L’ integrai 



4- 2 a log. (a -4- x'ì 

a -4- a: 

-h 2a dog. (2a-t-x-) — alog. ( 3 a- 4 - C- 
60. Ma se nel denominatore di un dato 
differenziale frazionario vi saranno de’ fattori 
immaginar], si. risolva il denominatore^ prima ne* 
suoi fattori reali, e il prodotto, che rimane, si 
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risolva in fattori non già di primo , ma di se- 
condo grado . Da qualunque fattore di secon- 
do grado , che s’ esprime generalmente con 
ax^ -f- ■+• c , ne nasce allora una frazione 

. „ . Axàx Bdx 

della forma — 



ax 



bx 



Sia per esempio da integrarsi la frazione 
^ ■ vede , che a — ap è un fattore 



: si 

— JC’ * 

del denominatore . 



Si divida pertanto per que- 
-«to fattore, e si otterrà a^-\-ax-\-x^ per pro- 
dotto degli altri due fattori , cui supponiamo 
essere immaginar] . 

Pertanto invece di spezzare la frazione in 
tre rotti più semplici , ciascun de’ quali abbia 
un fattore del prodotto a* — .v’ per denomi- 
natore, si spezzi in due frazioni soltanto, l’una 
delle quali abbia per denominatore a— x, e 
r altra il fattore , Si faccia per- 



a^dx 



Adx 



Bxdx - 4 - Cdx 



CIO — - = i-— 1. Ri- 

a’ — • a:’ a a: a* -f- ax -f- x* 

dotti questi due nuovi rotti alla stessa denomi- 
nazione, levato il divisor comune, diviso tutto 
per dx, e trasportati tutti i termini da una sol 
parte , si ha 

a* Aax — Ax^ 

— Aa^^ Cx-^Bx^ > = o 

— C« — fffix 
Si uguagli a zero ciascuna colonna , che vien 
moltiplicata per una stessa potenza della x, e 
si otterrà B— -^ = o, C — Aa — Ba = o ^ 






a* — Aa^-^ Ca = ( 



In conseguenza ^ =x — , 
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fl* za* ^a^dx p a^dx 

3 ’ ^ 3 ’ a* — X* J 3 C<* — Jf) 



a^xdx-^za*dx 



3 (rt^ -4- nx -H * 

Tosto vedremo come trovar si possa T in- 
tegrale della seconda frazione . 

6i. Oliando tra’ fattori di secondo grado 
se ne trovino di uguali , per ciiscun numero n 
di essi sì ha una frazione della forma 

jix*"- Jf-4- Bx^''-*dx-i- -1- Q^dx 

(«ar* -t- -4- c)" 

Qualora si volesse per es. integrare 

sax* -\- 4 a*x)dx 

—i , SI troverebbe , che 

fa^-h ax -4- JC^X« — ^ Y 
il denominatore si spezza io questi tre fattori 
X — a, -4- ajc -4- , e x*^ ax . Ora 
senza che mi trattenga a spezzare ciascuno di 
questi ultimi fattori in due altri , che sarebbero 
immaginarj , mi prevalgo piuttosto del loro pro- 
dotto , cioè di (a:^' -4- fljf-4“«^)* per denomi- 
nator d’ una sola frazione . _Nel numeratore di 
questa ci debbono essere tutte le potenze della 
AT, la massima delle quali sia minore d’un gra- 
do della massima , che è nel denominatore . 

^ . j. . . (x*-i-sax* -^- 4 a*x)dx 

Quindi SI ottiene — 



■Adx 



4 



{a*-^ax -4-AT^ )(at^ — ) 

B X* d X C x*d X Dxdx-h-Edx 



(a^-4- ax-4-x^)*’ 
Operando come sopra si avrà 

“4“ 5^^^ -4”4^^^ \ 

— y 4 x* — zaAx*-^sci*-Ax*- — 2 a*Ax — a*'A 
-~^Bx*'-+- aBx*-^- aCx^-i- aDx-f-a£ ì T 
— Cx * — JDx^ — Ex f 



Digitizecfby 



Goog[^ 



147 

. . , ^ n * « * 

onde SI ha A — , jd= — — , C — a ^ 

9 9 3 

2a^ IO 

D = — — ■ , E zzz — a® . Determinati così i 

. .3 9 . . 

coefficienti , altro non ci rimane , che di pro- 
porre le regole, con cui integrare la seconda 
delle frazioni assunte. 

62. Incominciamo dalle regole , con cui si 
integrano i differenziali della forma 
Axdx -f- Bdx 

ax^ -h bx -H c 

Dividendo il numeratore, ed il denominato- 
re pel coefficiente a, il differenziale potrà esser 

, A'xdx-h B'dx ^ . . 

espresso da — ^ —, 7-. bi faccia ora spa- 

X X c 

rire dal denominatore il secondo termine po- 
nendo x==2— -i^', ciò che dà pure dxzzzdz. 
Sostituiti questi valori nel differenziai preceden- 
te se ne ottiene un altro della forma 
Azdz -f- Ddz jK'z^z Ddz 

■ Z^ H- qZ ’ ^ 

cui primo termine si integra per logaritmi , ed il 
secondo per un arco di cerchio di raggio = q , 
e di tangente = z , oltre un fattor costante . 

. ia^xdx-^^a^dx 

Si debba per cs, integrare — ; r-. 

si faccia * = ? 2® > onde dx zzz dz , perciò il 

differenziale proposto diverrà = -7 . -I- 

ia^dz j , , , . , • . » 

Lz I ' j j l • ^ integrale del primo termine c 

— log. (z^ -f- , e quello del secondo non 

K» 
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Lo scopo di tali trasformazioni si è di 
render razionali que’ differenziali , ' che non lo 
sono . Se ciò riesce , l’ integrazione -allora non 
è più sottoposta ad alcuna difficoltà. > 

65. Se non si hannó che de’ radicali mo« 
nomj, questi si convertono in potenze di es* 
ponente frazionario , che abbia dappertutto lo 

k 

stesso denominatore . Rappresenti x ” una po- 

I 

tenza di tal natura; si faccia x" e però 

X == z" t c dx := nz" * 'dz . Questo valore di 

dx sostituito nel differenziai proposto , lo ren-* 

, . • » dxV x-^~adx 

aera razionai^-. Cosi per es. — 

\/x^ ^ x ~ 

1, 3 

x^dx ^ adx x^dx-+~adx . . 4 

~2 T7" ~ — r — rr — ~ • Si faccia x^ssz , 

x'^ -f- X^ ,3C* H- X^ 

ossia x = z®,'e sarà <ix := 6z*//z .■ Dunque so- 

, . , , 6z*dz -t- 6az^dz 

. stituendo questi valori s avrà ■ t ~ 

6z'dz -I- Saz^dz ... . , s f -, 

=: —, di CUI 1 integrale e facile a 

Z I 

trovarsi col metodo delle frazioni razionali . 

66. Qualunque quantità affetta soltanto da 

un radicai polinomio , che non sorpassi il se- 
condo grado , ed in cui la Variabile , che vi è 
comprèsa non "^sia- alzata ad una potenza mag- 
giore della seconda , si potrà sempre render ra- 
zionale , mediante T uno 0 1’ altrO de’ seguenti 
metodi. ... r ' -m-. 

I® Qualora il quadrato della variabile sot- 
to il radicale sia libero - da ogni coefficiente', si 
ponga il radicale stesso uguale alla variabile , 

K ^ 
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elle vi è compresa , più o meno un’ altra vana- 

I 11 ° Ovvero si spezzi la quantità affetta 
dal radicale ne’ suoi fattori ; indi la radice di 
questo prodotto cosi decomposto si uguagli al 
prodotto d’ uno di questi fattori e d’una nuova 
variabile . - 

uOC 

Se fosse dato per es. y - a_“2T 5 s* 



fare — a^)=zx — Onde X'. 



X 



e dx = 
dz 



) dz 



zz 



-, c finalmente 



2Z 

dx 



V(ar^~ a^) 



~ . — , che è subito integrabile . 

Si poteva porre ancora V ( ^ ) =: 

yj r(jf— fl](xH-rt)]=(jf— fl]y 1 onde (a:-— a)(x-t-^a) 

fl -f“ 

=z [x — > e quindi x = > 



, 2«y 



e finalmente 



dx 



j giacche dx xs, 



y> — 1 

— Arty <^y 

— ov Il 

67. Si può applicare questo metodo alla 
rettificazione della Parabola ; ove (§. ^i7)^r = 

jy {dx^-irdy^)^ ^ 

purifichi il quadrato della variabile scrivendo 
, e si faccia VT ~ 

P ^ 4 ^ ^ 

~ y _i_ 5 , Eseguito tutto il calcolo si vedrà , 
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clic la forinola precedente s’integra in parte al- 
gebricamente, in parte per logaritmi, onde si 
scopre r indole singolare degli archi parabolici , 
che per esser rettificati, presuppongono la qua- 
dratura dell’ Iperbola . 

68. Quando non vi sian sotto il radicale 
che il quadrato della variabile e delle costanti , 
la quantità radicale si potrà porre uguale al 
prodotto della variabile semplice , che vi si 
contiene , in un’ altra nuova variabile . Dato 

pertanto — ^ ^ potrà porre v(« ) 

z=.xz\ e quand’anche ci fosse un termine, che 
contenesse la variabile semplice , si potrà nulla- 
meno usar di questa trasformazione, purché 
questo si faccia sparire col metodo del Capo 
precedente §. 62 , 63 . ' 

79 Finalmentè si può, a fine di rendere 
razionale un differenziale , uguagliare la variabile, 
ovvero una funzione di essa ad un’ altra varia- 
bile , o ad una funzione di questa , in cui si la- 
sci a bella posta qualche cosa di indetermina- 
to , che condtir ci 'possa al nostro intento. A 
fine di distinguere i casi , ne’ quali per cs. si 
può render razionale la formola x’”dx{a-+-bx”Y , 
si ponga (a -+• bx^y = zi , ove q è indcter- 

2 _ 

minata. Perciò si trova a -H bx^ a-P , = 









(^r- 



m 



Laonde 



x'"dx(a-i-bx" )r = ^ 

npb ^ 






m -t-i 



-.Z^ 



dz{zP — a) " 

K4 
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e questo diffetenziale è integrabile algebrica* 

. 1 \ ^ •+* I 

mente, qualunque sia q, purché — sia 

un numero positivo intero , o anche = p • 

Tale espressione può altresì rendersi razio* 

. ffi li . * * ^ 

naie nel caso , in cui — i sia un intero 

n 

negativo, purché si faccia q^:^p. Sia infatti g 
questo numero , e si vedrà che la formola pre- 
cedente non compreso il coefficiente costante 

diverrà cioè' razionale . 

(« -- «)s . 

k 

Che se fosse p = rt — > ove ^ è un nu- 
, 2 

mero intero impari , si può ridurre l’ espressio- 
ne superiore al caso accennato §. 66 , ponendo 

Tìt 1 ^ 

però q ed essendo = ; ove 

n 2 

k sia un numero intero impari . Poiché fatte le 
sostituzioni si troverà , che il differenziale non 
comprenderà, che un radicale di secondo grado, 
e sotto di esso il solo quadrato della variabile . 

70. In alcuni casi si può facilitare l’ inte- 
razione col porre la variabile uguale ad una 

certa funzione d’ un’ altra , come sarebbe — . Se 

z 

x^^dx -+- adx , 

per és. SI avesse — — , ponendo 

I ' --z^dz — az'*dz . 

a: = — SI troverebbe — r , ia 

z ' I “+“ 2 

qual’ espressione si può sviluppare colla divisio- 
ne in una serie di termini monomj , ed in altri 

della forma 



CAPO XVI. 






DeìT Integrazione dei Differenziali a due o piò 
variabili . 

71. Se rimontiamo alla regola, che abbiamo 
data nel Calcolo Differenziale per la differen- 
ziazione delle quantità a più variabili , facil- 
mente ci accorgeremo, che per integrare i dif- 
ferenziali a più variabili si debbono raccogliere 
ed integrare tutti que’ termini , che si trovano 
moltiplicati nel differenziale d’ una sola e mede- 
sima variabile , come se quella sola variabil 
fosse , e tutte le altre costanti . Si differenzi al- 
lora quest’ integrai trovato , facendo variare suc- 
cessivamente tutte le quantità realmente varia- 
bili, e tal risultato si sottragga dal differenziai 
proposto : che se dopo la sottrazione non cr 
rimarrà alcun residuo , il trovato integrale sarà 
completo colla sola aggiunta della costante . Se 
poi ci avanza un residuo, questo non conterrà 
quella variabile, per rapporto a cui si è inco- 
minciata r integrazione ; onde si operi con que- 
sto giusta la regola di prima, replicandola per 
rapporto a ciascuna variabile. 

Se si dovesse per es. integrare 1 ’ espressio- 
ne 3x^ydx-ì-x^dy~h5^*dy~hy‘dx, si rac- 
colgano i termini , che sono moltiplica- 
ti per dx , cioè sx^ydx -i-y‘dx, e si inte- 
grino questi , come se y fosse costante . L’ in- 
tegrale è x^y-{-y*x, il quale differenziato di 
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nuovo per rapporto ad amcndue le variabili , e 
sottratto dal differenziai proposto non lascia al- 
cun residuo} quindi ne siegue , che 
-4- C è il vero integrai completo . 

72. Sia ora proposta ad integrare 1 ’ espres- 
sione x^/Jy ^x^ydx •+■ x^dz -f- zxzdx H- xdx 

»^y^dy. Raccogliendo tutti i termini moltipli- 
cati in dx , ed integrandoli come se y c z fos- 
ser costanti , si trova l’ integrale x^y -4- x^z 't- 
^x^. Ma sottrattoli differenziai completo di questa 
quantità dal proposto , resta y^dy di residuo , 

l’integrale di cui è — ; aggiunto pertanto que- 



sto all’ integrai precedente si avrà per integrai 

x^ y^ 

completo x^y x^z-\ h ---1- C. 

73. Ma perchè non è possibile di integra- 
re qualunque differenziale a più variabili , egli 
« perciò necessa^rio d’ imparare a distinguere i 
casi , ne’ quali ciò possa effettuarsi . 

74. Sia Pdx -H Qdy un differenziale , in 
cui P t e 0 ^ sono funzioni di Ar ed y . Affinchè 
questo sia suscettibile d’integrazione, bisogna, 
che ir differenziai della P preso nella sola va- 
riazione della y , e diviso per dy , sia uguale 
al differenziale della presa la sola x come 
variabile, e diviso per dx . Tal teorema si suo- 

, . . ^ dP d<l 

le esprimere come siegue : — — = — — . 

dy dx 

Per dimostrare questa singolare proprietà 
dell’ espressione Pdx -f- Qdy, sia V l’integrai 
completo di Pdx -f- Qdy . Sarà perciò dV = 
Pdx -+- Qdy . 

Per essere Pdx il differenziale di V per 
rapporto alia variazione della sola x , e Qdy 
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il differenziale di V per rapporto alla variazio- 
ne della sola y , usando de’ simboli precedenti 
dV dV 

si ha P= — ; — , O = — — . Si differenzi la 
dx dy 

prima di queste due espressioni , facendo varia- 
re soltanto la ^ , e si divida per dy ; indi si 
differenzi la seconda , facendo variare ìa x , e 

... dP ddV do 

si divida per dx^ c si avrà ^ 



ddV 



dy dxdy' dx 

= ■ ■ . Ma il risultato di queste operazioni 

dydx 

dee esser identico, sia che si differenzi la V 
facendo variare da prima la y , poi la x , sia 
che si faccia variare prima la x, c poi la y ; 
. .. ddV ddV , dP d!l 

1;:^= 5= X- 

Sia per es. Vz=ixy, sarà dV^ydx + xdy. 

Dunque P =: y , jQ.= e — =1, 

onde siamo sicuri , che il proposto è un diffe- 
renziai completo , e perciò integrabile . 

Sia ancora 2*y)» dV=^ 

xdx ydx xdy . ac-t-y 

77-r — dunque Px =-— — , 

V -f“ 2xy) ^ V'(x^H-2xy) 

Q dP xy 

V' 2Jcy) ’ ^ dy 



Ì 3 - 

dx 



xj^ 






3 » 

2 I 



dQ, 



{x^ 



■ 2xy) 
dP 

— . In conseguenza — — = 

2xy)i ■ 



; onde dV sarà i ntegrabile . 

Sia inoltre dV‘::s\y^dx“^xy^dy \ quindi 
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P = »y», 

dx 

75. Dunque affinchè un certo differenziale 
sia immediatamente integrabile , deve avere il 

.. ^0. ^ , 

carattere di essere — ; — = — ; — . Qualora man* 

dy dx 

chi questo carattere , il differenziai proposto non 

è suscettibile d’ integrazione immediata . Così 
ydx — — xdy j xydx -j- 2 xdy non sono integra- 
bili, perchè tali differenziali non hanno il ca* 
zattere indicato. 

Quantunque Pdx -f- Qdy non fosse un dif- 
ferenziai completo, e quindi fosse neppure — - 

*y 

do . 

: può darsi però il caso , che 1 equazio- 
dx 

ne Pdx -i- Qdy zsz o si possa convertire in un 
differenziai completo col solo moltiplicarla per 
un certo fattore , che tosto vedremo . Ma se il 
differenziai proposto avrà il carattere di essere 

-— = -4^, egli sarà integrabile colla regola 
dy dx ° 

del §. 7»- 

Se dV == iy^dx -f* xy^dy, si trova V 
C . E se dy ( ax — f- by -4” c ) dx — 






aX^ 



(hx fy g) dy , trovasi V = — h bxy 

fy^ 

cxH hfy-t-C. 

2 

76. Quando un differenziale proposto con- 
tenga più di due variabili, cioè sia della forma 
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Pdx -ì- Qdy -4- Rdz , si proverà facilmente , af- 
finchè cotesto differenziale sia completo , dover 

dP dii dP dR „ dQ 

essere I® j ; H. 7-= -j— ; IH. — j— 

dy dx dz dx dz 

dR 

z=z — . Imperciocché sia T ” / [Pdx -4- jQdy 

J ^ «V 

H- Rdz ] , quindi trattando z come quantità co- 

dP 

stante sarà dV = Pdx -q- Qdy ^ onde -- — =s 

dy 

dO . , , 

— — . Sia ora costante la y , e sara dV ^ Pdx 
dx 

dP dR 

Rdz , e — — — - . Pongasi finalmente co- 
dz dx 

stante la jc, e sarà dP = Qdy -4- Rdz, onde 
dQ dR 

^ -= , Dunque per rapporto alle tre 

j , dP dQ dP 

variabili insieme, dovrà essere ■ , 

dy dx dz 

dR dQ_ dR ... 

- — . Verihcandosi questi criteri, 
dx dz dy 

Pdx Qdy -^^Z sarà un differenziai comple- 
to, e quindi integrabile giusta la regola del 
f. 71 . Se per es. dV=z^y*'z^x^dx’^/yx^ z^y^ dy 
^ 2 x^y*zdz’, sarà P=:iy*z^x^ , i^= 4 x^z^y^, 

R=.zx^y*z. Si ha pure 

dy dx 

dP dR , ^ do dR 

dz~~^ dx — 

55 . 4 Jr®y’{. Dunque il proposto differenziale è 
completo, e quindi V= x^y*z^ , come inse- 
gna la regola citata. 
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CAPO XVII. 

Delle Equazioni Differenziali . 



ì5^ 



77. Se un’ equazione differenziale non com- 
prenda che due sole variabili a: , ed jy ; e in un 
membro di lei non siavi che x e dx , y e dy 
nell’ altro , r integrazione di ciascun membro di- 
fende in tutto dalle regole date sull’integrazio- 
ne de’ diflferenziali a una sola variabile . 

Data pertanto ax'"y" dx=i byi x' dy, con 
cui si può generalmente esprimere un’ equazion 
differenziale di due termini , si divida prima 
per y" , indi per x' , e si otterrà ax'"-'dx = 

hyi-"dy , il cui integrale c -j— - == 



— — -1- C . 

q — «H- I 

78. Ma siccome può accadere , . che o l’ u- 
no , o r altro , o nissuno dei due membri dell’ 
equazion differenziale , ne’ quali sono separate 
le variabili , siano integrabili algebricamente , e 
che non ostante l’ equazione sia algebrica , o 
almeno riducibile ad una forma algebrica , per- 
ciò è necessario di saper distinguere con accu- 
ratezza que’ casi , che sono i piu frequenti . Se 
per es, fosse nella precedente equazione diffe- 
renziale m — r — — I, q-—n = — x, essa si 

cangierebbe in = — , da cui si avreb- 

X y 

be log. Jf = ^ log.y-t- log. C, giacché è in 
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nostra balia il prendere un logaritmo per la co- 
stante . Tal’ equazione è riducibile ad una form^ 
algebrica , scrivendo log. a:® = log. y* log. C 
= log. Cy* , da cui si ha x* , equazione 

puramente algebrica . 

79. Ma se il solo esponente « fosse =s — i, 

hdy ax'"-'^+» 

sarebbe ax'"~'dx = ,e =ilog.y 

y m — r-t-i ° 

-+-log. C. Codesta equazione si può ridurre ad 
una forma algebrica ( sebbene si riduca in real- 
tà a essere un’ equazione della classe delle espo- 
nenziali ) , moltiplicando il primo membro per 
log. e , essendo e quel numero , il cui logaritmo 

= I . Perciò ^ •+’log- C, 



axf 



ovvero facendo w — • r -+- 1 = , log. e 



P 



log. Cy* , e finalmente e = Cy* . 

80. Prendiamo per secondo esempio ndx 

= -r-, — , ove il secondo membro espri- 

V(i— x"") , ,, 

me il differenziale d’un arco circolare di raggio 
= I , e di seno = z • Dunque « è il seno 

/ * dz 

, , — tr » ossia dell’ arco / ndx , 

V(i — * 

cioè dell’arco nx-{~C. Si ha pertanto a = 
sen. («X-+- C) . Similmente dall’ equazione ndx =3 
dz 

s’inferirebbe a = cos.'{ MA? -h C). 



V(i — 

81. Poiché 



dz 



1 -h 



è il differenziale d’ un 
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arco circolare , U cui tangente = ? , il raggio 

, . dz . 

= I , dall’ equazione ndx = r , si trova 

essere «= tang. ( «Jf-f- C). 

Ma se fosse data ndx = , e si 

a -hfz* 

dovesse ridurre alla forma delle precedenti , 
pongasi z = mUt ove »/ è una costante. U e- 

... . ... bmdu 

spressione di prima si cangia perciò m — 1 ’ 

a 



pongasi di nuovo /hi* = a , ossia hi = ^ ^ , e 

J 

dvt « , , 



si avra ndX = t , c 



da* 



I H- h 

però M = = 



m 



e finalmente 2 = V 7 • tang. (^x V «/-+- C) , 

82. Nelle espressioni sen. ( wJf -H C ) , 
tang. ( «JC-+- C) , che noi abbiam trovato ,nx-+- C 
esprime la lunghezza assoluta dell’ arco in parti 
del raggio. Ma perchè è più commodo di e.spri- 
mer l’arco pel numero de’ gradi, che contiene, 
piuttosto che per la sua assoluta lunghezza, per- 
ciò fa d’ uopo di saper determinare simili espres- 
sioni pel numero de’ gradi , che l’ arco contie- 
ne ; e ciò si conseguisce facilmente , o dividen- 
do la data lunghezza dell’ arco pel numero del- 
le parti del raggio contenute in un grado , cioè 
per 0,0174533, o, ciò che torna al medesimo, 
moltiplicandola per 57,2974166. In tal guisa il 
seno d’un arco di lunghezza e il seno 

d’ un arco , il cui numero de’ gradi 
^X§ 7 i 2974 i ^6 , sono espressioni sinonime. 



83 - Qualora fosse 



ndx 



t6i 



dy 



V(i— .V(i— y^)’ 

ove ambidue i membri esprimono i differenziali 
di due archi circolari , che sono fra loro come 
mi, ed i seni de’ quali sono x, ed y; biso- 
gna render razionale ciascuno di questi differen- 
ziali , affine di poter integrarli ; e ciò si ottiene 
ponendo V ( * ^ — i,e 

V(i — ] = — f-hyV — I* Conciò r e-. 

iidz dt 

quazione si trasforma in — —=x- — . Impercioc-! 

che ATV^— I— — jc*) = 2 ,e però dx\/ — i 

xdx , . dx[xA-y{x'^ — i)l 

— ; 7 “ == dz , ossia TT^-^ — ^ 

V{i — x^) y(i^xi) 

, - , ndx ndz 

==zdz, t finalmente — — ~~ 77^ ; • 

dy 

Nella stessa maniera si trova —r, 7 T =a 

V(i— yM 

ndz 



dt 



Perciò 



X 



4-y (jf^ — I ) 



yH_V(yViy 

== — i)] , ovvero 

ndz[y V' (i-**)]. 

cioè ndz .tz=idt .z , e finalmente — = — ■ , il 

•> * 



cui integrale è n log. i = log. /-1-log. C, ossia 
Ct -xx z’' , ove sostituendo i valori di / e di % 
si ottiene' C[vV — i — V(i — y^)] =5 
[xV — J — la qual’ equazione 

esprime generalmente il rapporto del seno x al 
sene y di due archi l’ un multiplo dell’ altro , 
IMa per far uso di questa equazione bisogna 
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determinare la costante C. Ora possiamo sup- 
porre , che i due archi abbiano la loro origine 
al medesimo punto; per lo che x, cd y s’an- 
nulleranno nello stesso tempo ; in tal’ ipotesi 
r equazione si converte in — CV i =(— V 0 " » 
ossia — C = ( — I )” • Ma ( — - i )" è un nu- 
mero positivo o negativo , secondo che h è 
pari o dispari ; si _ ha pertanto — - C i » 

ossia 0=^ I , ove il segno superiore, vale nel 
caso di tt pari , l’ inferiore nel caso di » dispari. 
Perciò otteniamo finalmente 

=p[(y V-17V = V-i- V ( 

84. Egli è facile in ciascun caso particola- 

re di togliere gli immaginar] : il mezzo più sem- 
plice si è di trasportar tutti i termini dell’ e- 
quazione in un sol membro, poi di porre =0 
la somma di tutte le -quantità reali ; allora i ter- 
mini residui sono tutti divisibili per V — i » e 
la loro somma sarà la stessa , che quella de’ 
termini reali , dopo che si è fatta uguale a ze- 
ro . Sia per es. m =r 2 , sarà pure — y V — i 
H- Vii — y^)=:[x\/ — I— V(i — = 

— 2a: I. V{i — ) -f-i— ovvero 

V(l — I-H2ATV 1- V(l— 

— y V — ~ I = o . Facciasi ora zr: o la somma 

delle quantità reali, cioè V (i — ) "V 2*:^— i 
= o , e r equazion precedente si cangierà in 
2 X ^ — yV— 1=0, la qual 

divisa per V — i tià 2JfV(i — x^)— y=;o, 
ovvero y == y ( i — ) . Si alzi al qua- 

drato sì questa che la precedente equazione 

V ( t — y^) 2X* — 1=0, o piuttosto 

V ( I — y ^ ) = I — 2x^ , e si avrà lo stesso 
risultato . 

85. Nella stessa maniera si possono trovare 
i coseni , e le tangenti degli archi multipli . Per 
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risguardo a quest’ ultime si avrebbe ad integrare 

rtdx dy ' , a . r 

^ = r , spezzando i JC* nei fat- 

i-hx^ 

tori (i- 4 -JfV — i)(i— xV— i), ed iH-jv*’ 
nei fattori (i-+-jvV — i)(i — yV — i)» e fa* 

, ndx Adx Bdx 

cendo 5 - = -, H~ — ; 

i-Hx'* i-f-xV — I I — -WV — I 

Adx Bdx — Axdx V — 1*4- Bxdx V — i 

1 -4-Jf* • ^ ^ * 

, ) Adx — AxdxyJ — I 

ovvero «Jx =<|^ Bdx + Bxdx V-l’ 

• • ” i-W • J- 

SI ricava .4 = ^= Uuindi ^ 

2 1 -t- 



onde 



idx 



•XV 



-+- . Dunque « C——. 

— I I — xV — I *'.i-4-x 



n /i-HxV — 1 \ 

= — ; loe. I j . ai trova pari* 

2V'— I, ^ '‘I — xV — l'' 

:i /^= — I°g(— ^ - ' 7 — )■ 



menti 



-4-jV^ 2 V — I ' ° .>iT-y V 

e, finalraenté n Fdg. ^ “ 

'°g ( ' ) 

/i-h^V-^iV - «/n-yV — M - \ 

° P“"““ 



an* 



/H-xv'— -iV -I ' " 

-yve-’; 

nullandosi le tangenti x e cogli archi ì C di- 
venta = I.i , . .. , 

86. Giacché abbiamo fra mano questa ma- 
teria , mostriamo il modo di' esprimere i seni 
e coseni in una maniera alquanto, singolare. Sia 

La ' 
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' ' dy .. . 

pertanto dx rs j-j , ciò che esprime il 

rapporto fra l’ arco x ed il suo seno . Si ponga 

V(i — V-^ I » e sajk dx=: 

dz dz t V t -I 

— , ovvero — = — v “ * > d cui 

z\J — I z 

integrale è log. z = log. C — Jf V ““ i » ossia 
log. z =? log. C — * V — I . log. e . Finalmente 

Z'xx.Ce e sostituendo 4 2 il suo va- 
lore ; y >/ — ^ xy/^i 

costante C si può determinare , osservando , che 
sì r arco che il seno debbono svanire nel me- 
desimo tempo. Onde’ si ha — Vi=C, e per- 
ciò y V — * — V (l — y" ) = — e V/-* , La- 

onde - V( I — -y* )=y V — 1 -l-c ^ * . 

I— 

Inoltre quadrando e riducendo y =: 






x^-i 



1«,; — Af.V — * ^ 

= . Ora per essere y ~ 

«en. x.si ha sen. — — — — . Si 

' ' 4 \/ — I 

ponga , nel secondo ^membro dell’ equazione 

\/(i — y^)=yV" — I in luogo 

4i y il _s\io valor *^già ritrovato , e’ sarà 

n 2 » — i—f — af v/'-* . 

V (i — y*) = cos. X h 

2 ■ •■■■ 

e* \/ *, .. 

e , . ’ • — ' ■■ ' , — • 

a 

Ritorniamo ormai all’ integrazione delle 
equazioni differenziali . 

87. Se in un equazion differenziale le va- 
riabili non sono peranco separate l’ une dallo 
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altre, conviene prima tentare d’ integrarla nello 
stato in cui ella si trova. Imperciocché può es-^ 
, . dA dB 

sere, che sia , se la data equazione 

differenziale è Adx -j- Bdy ±r= o . Se questa con* 
dizione ha luogo , si proceda all’ integrazione 
come s’è insegnato al $. 71. 

88. Può accadere però , che anche senza 
cotesta condizione 1’ equazione sia tuttavia in- 
tegrabile; ma lo è allora solamente, che essa 
vien moltiplicata per un certo fattore , che è 
una funzione di j*r, e di y. Sia P un tal fat- 
tore . Ciò posto APdx BPdy = o dee es- 

^ AP 

sere un differenziai completo, e perciò 



d.BP 

dx 



dy 



Tutto dunque si riduce a trovare pet P 
una funzione idonea in at, e y. Ma per es- 
sere quest’indagine troppo vasta, noi ci limi- 
teremo unicamente a que’ casi , in cui P h una 
funzione della sola X , o della sola y . Sdamò 

al primo caso: sara P . — zxl B. H P- T" * 

dy dx dx 

. . dP KTy'~'d^)^ 

onde ne sievue — = — — — 

® P B 



. È dun- 



que facile di trovare P , se 1’ espressione 
dy dx 



B 



è una funzione della x, come deve 

essere necessariamente , per esser P una fun- 
zione di X . 

L3 
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89. Con ciò noi siamo al caso d’integrare 
in una maniera generale qualunque equazione 
di questa forma: Xyì dy-\-X'yi dx-+-X"y' dx 
= o , in cui X, X', X"' esprimono funzioni 
qualunque di x, ma q , r sono esponenti arbitrar]. 
Divisa quest’ equazione per X e per y' , e 
X' x" 

posto — = F , — = P, si avrà yi - 'dy 

fyi - r-^. iJx •+• Fdx = o . Per rendere integra- 
bile quest’ equazione , si moltiplichi per P , che 
è una funzione di x , e si avrà Pjy? * 'dy 
FPyi - ' ‘dx -f- F*Pdx = o . Essendo pertanto P 
una funzione di x, sarà pure funzione di x anche 
F'P, onde colle regole superiori si potrà facilmente 
trovare f F'Pdx . Altro non si richiede pertanto , 
se non che Pyi - 'dy -4- FPyi -' •+ ‘dx sia un diffe- 
renziai completo , cioè si richiede , che sia 
d{Pyi-'} d (FPyi - ' - 1 - ‘ ) . dP 

dx dy dx 

dP 

{q — r -+- I )yi - ' FP , onde si ricava —y = 
(9 -f- i) Fdx, ed in conseguenza log. P = 

/■ ( 9 — r 1 ) Fdx . log. e, e P z= r-t-iyprf.v 
Sostituito questo valore di P nell’ equazione 
Pyq-'dy-^ &c, e fatta l’integrazione si ottie- 
yj - r f I (5 — r -t- i) / Fdx 



ne 






9 — r-4- I 

f Pdxe^^ 



“4“ C eir: o . 



(*) Sostituito il valor di P nell'equazione accen- 
nata , questa si cangia prima dell’ integrazione nella 

seguente y^~‘^dye^^ r-}- 

9 - r •+• I )fFdXpyq^r -f- 

F'dxe^^ r -f- i) f Fdx _ ^ ^ Questa s’ integri per 
rapporto ay, e si proceda in tutto secondo il j, 71. 
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Nell’ integrazione dell’ equazione , che ci 
ha dato il valor di P non abbiamo aggiunta 
costante , per non esservi alcuna condizione , 
con cui determinarla, ed è in nostro arbitrio 
di supporla = o . 

90. Sia per es. proposta da integrare dy H- 
-i- ex ~hf]dxz=zo. Moltipli- 



cata questa pel fattore P diventa Pdy 



ayPdx 



^{hx^ •+• cx-i-f) Pdx ^ o . Deve dunque es- 

dP K X J aP dP 

sere — - = = — . Perciò — = 

dx dy X P 

adx , _ , 

, e log. P =. a log. X, ovvero P =. x^ . 

X 

V equazion precedente diventa pertanto x^dy 
-H ax^ - ^ydx -t- bx“ *dx-{- cx^ *dx -f- fx‘ d x 

. . , X hxo-i-i cx‘’ + » 

~ o , il CUI integrale e x^y j 




(t I 



91. L’ equazion generale di prima, che ab- 
biamo integrata, occorre frequentemente, e il 
metodo da noi usato per quella , si può appli- 
care all’integrazione di alcune equazioni a tre 
variabili. Siano date le due equazioni dx'^ady 
( bx cy ) Tdt ^ o , kdx -4- ady H- 

( b'x -f. c'y ) Tdt = o , nelle quali T è una fun- 
zione di t] l’integrale di entrambe le equa- 
zioni si trova mediante il metodo precedente 
nel modo che segue . 

Si moltiplichi r una di esse , per es. la pri- 
L4 



> 
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ma , per una costante indeterminata ^ , e Si ag- 
giunga alla seconda . Si moltiplichi la somma 
di queste due equazioni pel fattore P , che sia 
una funzione di r , e si avrà (gP kP) dx 
{gaP-\-a'P)dy-h‘ligl'P-i-l>'P)x ’^(gcP-^c P)y] Tdt 
= o . Supponiamo che quest’ equazione sia un 
differenziai completo ; per cui si abbia 
to ^ (gP-^ kP) d {{{gbP-^b'F)x-\-{gcP-^cP)y')T^ 
^ ' dt ^ dx 

,.^d^gaP±£^ d[([ghP-i-b^P)x^[gcP^c'P)y)T] 
dt ^ dy 

o d{gP^kP) __ d[grtP-i-a'P) 
dy ~ dx 

Ora perchè P c una funzione della sola t , l’ ul- 
tima equazione si risolve in o = o . Ma dalle 

dP 

due prime si ha "1“ ^ » 

h']Tdt M — 

, e (^a-ha ) — 

Dun* 



dP (gb 
ovvero -:*= 



, dP [gc-^c)Tdt 

{gc~^c )Pr, ossia — = ; — 

’ P ga~^a 



que 



P)Tdt (gb-ìrb*)Tdt 



ovvero 



ga-{-a 
c' gb-^b' 



-, , equazione di secondo gra- 

ga-\r a ^ « 

do , onde si ricaveranno due valori di g. 

Conosciuta così g è facile il trovare P ; 

• 1 X J I1> • g^ “1“ ^ rn 1 • 1. 

poiché dall equazione -p = — ^ ^ Tdt si ha 

gb-+-b' Ppj. 

I P-SÌ±}L r Tdi, c . 

g^k*/ 
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Essendo pei* Ip. l’equazióne [gl? kP) dx 
H- ( fflP -H a'P)dy + [ ( gbP -+■ b'P]x -H* 
[gcP -{~cP)y'\ Tdt =: o un differenziai com- 
pleto, sarà f integrale di lei 
(gaP ■+• aP)y-ji^ C=: o . Se il primo de’ valori 
di g trovati dall’ equazione precedente di secondo 
grado si indichi con g, il secondo con indi con 
P' il valore di P, che nasce dal sostituirvi g' in- 
vece di ^ , si otterrà la seguente equazione : 
{/P' ^ kF)x-^ [g'aF + aP')y -+-(/ = o 
in cui (f è una nuova costante . Da queste 
due equazioni si potranno determinare le quan- 
tità X, ed y in funzioni di / , e reciprocamen- 
te t in funzioni di X, ed y . Quindi è manife- 
sta la via , per cui giungere all’ integrazione 
delle due equazioni proposte , che contengono 
tre variabili . 

92. Qualora la data equazione differenziale 
non venga compresa nel caso, da noi fin qui 
considerato, bisogna adoprare i tentativi , per 
poter sepawre le variabili l’ une dalle altre . 
Spesso per ciò non si richiede , che l’ applica- 
zione delle regole ordinarie dell’ Algebra . In 
altri casi è d’uopo ricorrere alle trasformazio- 
ni . Contuttociò v’ ha «n gran numero di siffat- 
te equazioni , per le quali non si sa qual’ esser 
possa la trasformazione idonea, con cui ottene- 
re la separazione delle variabili . 

93. Nell’equazione ax"dx byl x"dx 

dy (e-i-’fx^y si separeranno le variabili scri- 
vendo prima (a-H^y?) JC"^ÌAf=y* <iy (e q- fx^'Y f 



y^ày 
H- byi 



la cui inte- 



grazione dipende da quella de’ differenziali bi- 
nomj ad una sola variabile . 
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94- Ma se si avesse gxdx := ax*ydy -+- 
aabx^y^dy ab^y^ dy , ben si vede, che si 
può scrivere quest’ equazione come segue : 
gxdx = (x* •+- zbx^y^ -h b^y*) aydy = 
[x^-hby^)^aydy. Con un poco d’attenzione 
si vedrà , che la separazione è possibile , po- 
nendo x^ -h by^ r= z , e però x^ = Z — by^ , 
e xdx = idz — bydy . Sostituiti questi valori si 
ha igdz — gl^ydy = az^ydy, e finalmente 

j— j zxzy dy , equazione facile ad inte- 
grarsi . 

95. Passiamo ormai a trattare delle equazioni 
omogenee , che formano una parte delle più 
interessanti del Calcolo Integrale , e in cui i 
primi Geometri si sono occupati . Si dicono 
funzioni , o equazioni omogenee quelle funzio- 
ni , o equazioni , nelle quali le variabili o iso- 
late o moltiplicate assieme hanno in ciascun 
termine un egual numero di dimensioni . Ma 
prima di parlar delle equazioni di questa classe 
vogliamo esporre un celebre teorema di M. 
Fontaine circa l’integrazione delle funzioni dif- 
ferenziali omogenee, ed è il seguente. Se Pdx 
-t- Qdy è un differenziai completo, e P, ^ 
funzioni omogenee di x c y , c n il numero 
delle dimensioni delle variabili in P, c sa- 



rà /{Pdx -f. Qdy) = — Li fatti se 

n I 

in P , e ^ si faccia y xz, nasceranno in 
ciascun termine di P, e di () tante nuove po- 
tenze della X , quante prima erano le potenze 
della y , e siccome in ciascun termine le di- 
mensioni di ^ , e * prese assieme sono di nu- 
mero «, quindi X avrà ora n dimensioni, e P 
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potrà esser espresso da Hx^ , da , ove 
G, H sono funzioni di z. Sarà dunque Pdx 
^dy = Hx»dx -4- Gx"[xdz + zdx) = 
x"dx(H Gz) X" 'Gdz . Se si integra 
quest’ ultima equazione per rapporto alla varia- 
zione della sola Jf, si avrà f(Pdx -f- Qdy) =5 

jc» + 1 ( /f — }— Gz) . . . 

h C per integrai completo » 

n — f- i 

senza aggiunta d’ altra qualunque funzione di 
Z. Poiché se si differenziasse di nuovo quest* 
integrale, non si troverebbe alcun termine, che 
contenesse jf" + ‘ , e per conseguenza il diffe- 
renziale non coinciderebbe colla funzione 
x*dx{H Gz) X’* ' Gdz . Prendansi ora 
dalle equazioni P = Hx" , Q = Gx^ i valori 
di H, e di G, e si sostituiscano in quest’ inte- 
grai trovato, con che si avrà f[Pdx •+• Qdy)z=z 

= giacché « 

w -f- 1 Vx» x»y « -f- I ° 



= y. Questo teorema si estende altresì a quel- 
le funzioni differenziali omogenee , che com- 
prendono un maggior numero di variabili . Ma 
passiamo alle equazioni . 

In qualunque equazione omogenea è sem- 
pre praticabile la separazione delle variabili . 
imperciocché sia Adx-\-Bdy=zo un’equazione 
di tal natura. Questa si divida per una poten- 
za di X, il cui esponente sia uguale al numero 
delle dimensioni dell’ equazione ; dopo di che 
non vi saranno nelle funzioni A y e B che po- 



y 

tenze di — ,e delle quantità costanti, e l’equa-- 

X 

zione di prima si potrà acconciamente rappre-. 
sentare con Fdx-^p'dy zzz 0 ^ ove F, F' so- 
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no funzioni di e di costanti. Ora per es* 

a( 1 ^. Facciasi — = 2, e siA dx = 

^ V * / 

jQstituiscàno questi valori nell’ 

* . i , ^dy Fydz , 

equazione precedente, si ottérrà 

F'dy = o, in cui F, ed F non sono più che 
funzioni di a e di costanti. Ma da quest’ equa- 
, , dy Fdz 

zione se ne ricava un altra — — F'a^ ’ 

cui le variabili sono totalmente separate , poi- 
ché F, F* non comprendono altra variabile, 

fuorché i. • 

Prendasi ad integrare per es. 1 equazione 
omogenea y'*dx-\-y^xdy -^bx^dy=zo ^ in cui 
il numero delle dimensioni si trova — 3 • he si 
. , y^dx y^dy 

divide per Jf» , si ha ^ -hW>-=o . 

Pongasi — — *> ossia xzxz , e sarà dx^x 

zdy--y ^ Quindi la precedente equazione si 
trasforma in z^dy — yzdz -1- Z^dy ■+■ bdy = o , 

onde ne viene ~=z 2 ~~ 1 » integrale 

y 2z -k-b 

si è log. y = i iog. ( aa* -f- ^ + log. C , ossia 
y z= C ( as^ -H ^ > o ancora = C* 
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96. Sarebbe dunque di gran vantaggio, sr 
pi potesse rendere omogenee tutte le equazioni 
Non si hanno su di ciò regole generali, ma l 
d’uopo ricorrere alle trasformazioni. Quelle, 
da cui possiamo prometterci qualche successo, 
consistono nell’ uguagliare una delle variabili, o 
una funzione di essa, o anche una funzione di 
entrambe ad una funzione d’una nuova variabile, 
che sia elevata ad una potenza di esponente inde- 
terminato , Un tal esponente allora si determi- 
na dalla condizione , che 1’ equazione trasforma- 
ta debba essere omogenea . 

Se si volessero per es. indagare i casi, 
ne’ quali 1’ equazione ax'"dx -j- by" x'^dy ■+• cy^ dy 
= o ( a cui si ponno ridurre tutte 1’ equazioni 
a tre termini ) si può render omogenea , si fac-i 
eia = e si avrà -f A - *dz-^bv''y’^dy 

Ora se questa equazione dee essere omo-, 
genea , dee pur essere k ^zxnth h — i , o 

k = qh n. e perciò h = , e 

^ m — 2 - 1-1 

mn -H 2 -t- » 

m — q -h I 

Quando adunque gli esponenti k, q, »i, 
ed « sono di tal natura , che si verifichi quest’ 
ultima condizione, l’equazione diventerà omo- 
genea, e si potranno separare l’una dall’altra 
le variabili . 
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CAPO X Vili. 

Delle Equazioni Differenziali di ordine secondo^ 
terzo , ec. 



L » 

assumere per costante un differenziai 
qualunque nella differenziazione ulteriore d’ un 
equazion differenziale, serve spesse volte a faci- 
litar r integrazione . Ma perchè accade talvol- 
ta , che nella differenziazione si prenda per 
costante un tal differenziale , che rende l’ inte- 
grazione più difficile , è quindi necessario di 
cominciare a dichiarare il metodo, con. cui tras- 
formar si possa un’ equazion differenziale , in 
cui una certa differenza è stata supposta co- 
stante ì in un’ altra , in cui tutte le differenze 
siano supposte variabili . Se ciò riesce , allora 
potremo assumere per costante quel differenziai 
che ci sembrerà più opportuno . Sia pertanto 
Adx^ -f- Bdxdy -t- Cdy^ -H Dddy = o , un 
equazione differenziale di second’ ordine a due 
variabili , in cui dx si è presa costante . Di- 
visa l’equazione per dx, si avrà Adx~^ Bdy 

-f- C — 7 — -irD.df — = o , la quale è 
dx V dx / 



identica colla precedente , poiché dx persevera 




Ma se ora si volesse far variare dx, sarebbe 
,fdy^ dxddy — dyddx „ „ 
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ne di prima si cangia in Adx Bdy C — 

/ dxddy — dyddx x ... 

•+■ D ( J = o , m CUI ogni 

dififerenziale è variabile . 

Sia data inoltre un’equazione di terz’ ordi- 
ne, come Àdx^ -f- Bdx^dy -f- Cdy^dx ^ Ddy^ 
Edxddy -H Fdyddy -f- Gd^y = O , in cui d x 
è supposta costante . Essa si divida per dx^ , 

. ■ . r,, Cdy^ 

con che si ha Adx -4- Bdy H ; — H — — -f- 

dx dx^ 

Eddy , ^ dy ddy ^ d^y 

f h E-t— . — ; — -H 67-^=: o , che SI 

dx dx dx dx^ 

dy^ dy^ 

può ancora scrivere : Adx-^Bdy^C 

dx dx^ 



= o , in cui se i differenziali saranno presi per 
rapporto a dy e dx ,si avrà una nuova equazio- 
ne, in cui non ci sarà più alcun differenziai 
costante . 

98. Sia data l’equazione dx^dy — dy^czz 
adxddy -f- xdxddy , in cui dx è costante . Al 
primo sguardo non si saprebbe come integrar 
quest’ equazione . Ma se si fa dx variabile, scri- 

dy ^ ^ dy 

vendo dxdy — xdx 

allora si potrà nel differenziale indicato suppor- 
re costante dy, nella qual’ ipotesi si avrà 

I » /I I > dyddx 

dxdy — =5 — ( adx “f- xdx ) — — , ov-* 

vero dx^ xddx -f- addx — dy^ = o , il cui 
integrale è xdx-+- adx -—ydy H- Cdy = o , ove 
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sì è aggiunta una costante omogenea all’ inte- 
grai medesimo . Integrata di nuovo quest’ equa- 

y ^ 

zione dà h «•*: — 1- Cy -q- (T = o . 

2 s . 

99. Affinchè il metodo usato sia legitti- 
mo, fa di mestieri, che si dimostri, che l’e- 
quazione Ax^dy — dy^ = adxddy ■+- xdxddy j 
in cui si è presa dx costante , non si altera 
punto facendo variare dx , e dy ^ o solo dx, ri- 
tenendo costante dy . A tal fine si rifletta, che 
tra j«r e y v’ ha sempre una certa relazione , 
che si potrà sempre rappresentare coll’ equa- 
zione dy = pdx . Sia ora dx costante ; sarà ddy 
zxi dpdx , con che l’equazione precedente si 
convertirà in pdx^ — p^dx^z=:adpdx^-i-xdpdx^, 

• dp 

ovvero in p-— ** = (a x')— — . Facciasi 

dx 

jora variare dx , e sarà come nel §. precedente 

,//v. 



ct'’w ~ ^ 

dxdy — • :=^[a-\r x]dx ,d f -- J , ovvero 

dx^dy dy^ 3= adxddy — • adyddx -H’ xdxddy — 
xdyddx ; ma per essere ddy = pddx -4- dpdx , 
sarà pure ( p — p’) dx^ =: (a -H dpdx^ , ossia 

dp 

dx 

finalmente costante dy , e si avrà dx^dy dy^ 
= — (^adyddx xdyddx ) , ovvero dx^-i- addx 
xddxzxidy^ , cioè (per essere ddyx=^o:=i 

pddx dpdx, e ddx =3 

p y P 

— - — = p^dx^ , da cui finalmente si ha 
P 

(/> — />') = {a-4- 3c)-~- , appunto come ne’ 
due casi precedenti; 



(«1/ , 

p =(«-+• ar) -j— come sopra. Si ponga 




100. Il metodo d’integrare i differenziali a 
più variabili , che abbiamo insegnato nel Capo 
precedente , si applica opportunamente alle fun- 
zioni differenziali di qualsisia ordine , purché 
i differenziali ddx ^ ddy , d^x, d^y &c si tratti- 
no come altrettante 'variabili . 

Se dunque si avesse ad integrare x^y^ddy 
-{-zx^ydy^-^ 3y^x^) dxdy -f- iy^xdx ^ , 

ove dx è stata supposta costante ; si comince- 
rebbe ad integrare , come se la sola ddy fosse 
variabile , con che si avrebbe x^y^dy . Diffe- 
renziato quest’ integrale dà 3 y^ dx dy -H» 
ax^ydy^ x^y^ddy , ciò che sottratto dal dif- 
ferenzial proposto lascia 2y^xdx^ 2x^ydxdy 
per residuo . Ora si integri questo residuo , co- 
me se y sola variasse , e si avrà x^y^dx . Pre- 
so di nuovo il differenziale di questo termine 
e sottratto dal residuo precedente non ci resta 
più nulla , onde conchiudo , che l’ integrale del- 
la nostra funzione differenziale è x^ y^ dy 
x^y^dx -f- Cdx , poiché la costante , che si de- 
ve aggiugnere, dee essere omogenea agli altri 
termini . 

101. Si integra similmente un’ equazione 
differenziale, quand’essa sia suscettibile d’una 
forma simile alla precedente , di che ci potremo 
accorgere , se l’ ultimo residuo sarà uguale a ze<* 
ro , come si è accennato . 

Se cotesto residuo, non c zero , non si de- 
ve tuttavia disperare , ' che la data equazione 
differenziale possa esser integrabile . Impercioc- 
ché potendosi i due membri d’ un’ equazione 
moltiplicare o dividere per una stessa quan- 
tità , può benissimo darsi un tal fattore , per 
cui moltiplicata l’ equazione riesca integrabile . 

Il determinar generalmente l’indole d’un 

M 
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tal fattore , h una ricerca , che per la sua esten-. 
sionc oltrepassa le nostre mire. Ci basti di 
esporre il metodo , che a questo fine usar 
dobbiamo in un caso,' che può occorrere più 
di frequente ne’ problemi fisico - matematici . 
L’ equazioni , di cui si parla , sono della specie 
seguente : ddy +• adydx bydx^ - 4 - Xdx^ = o , 
ovvero d^y -4- addydx -f- bdydx^ cydx^ — f- 
Xdx^=zOy o generalmente 
hd’‘-^ydx^-h . . .-h ntydx" -4- Xdx" ^ o , ove dx è 
costante , e costanti pure i coefficienti b, c 
&c , ma X una funzione della , 

Le equazioni di tal natura diventano integra- 
bili mediante il moltiplicarle per un fattore , 
che sia una funzione di *, c tal fattore si tro- 
va , come siegue . Sia data la .prima delle due 
equazioni ddy -4- adydx -+- bydxr -f- Xdx^ =?s o . 
Si spezzi il termine adydx in due altri KdydXy 
e (a--K)dydx, con che si avrà la nuova 
equazione ddy - 4 - Kdydx •+■ (a ~—K]dydx -4— 
bydx^ - 4 - Xdx^ o , in cui K è bensì una co- 
stante , ma tuttavia ignota quantità . Si suppon- 
ga ora , che quest’ equazione divenga integra- 
bile , col moltiplicarla per un fattore P , che 
sia funzione della x . Dunque l’ equazione 
?ddy KPdydx -4- [(« K)Pdy H- bPydx -4- 
PXdx'jdx cxzo deve in virtù dell’ipotesi esse-, 
re un differenziai completo , e quindi aver luo- 

d{KPdx) 

go 1 equazioni seguenti 1 , — 

dP d[[a — K )Pdy -V bl^dx -4~ PXdx ] 

“ ' dx ddy 

no ^ ) _ 'd[{a—X\Pdy-hbPydx^PXdx] 

^ ' dx dy 

Dalla prima equazione non si ha niente, pev- 
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phfe P, e K non sono funzioni nè di y, nè di 
dy . Dalia seconda si ha in vigore dell’ ipotesi 

dP . _ I 

assunta — = (a — a)P , e dalla terza Ji •— 
sz bP . Da queste equazioni si prenda ' il vaio»' 
re di “t: — , che dalla prima sarà 



^ , ... ^ ^ 

dP bdx 

{a-^ K)dxy e dalla seconda ss — ^ 



U» 



guagliati fra loro questi valori risulta l’equazio* 
ne ■^aK'^bssoi due valori pertanto di 
IC SI hanno da quest’ equazione di secondo 
grado , e ]i dinoteremo con m , ed »/ Quindi 

dP bdx y I r, J 

c — ~=r , c pero log. P = — , onde 



m 



m 



b X 



P = e . Laonde I’ equazione di prima Pddy 

bx ^ 

» 4 - &c si cangia in ddye'^ by dx^ e'^ -+• 
bx bx bx 

mdydxe'*^ -i~{a — m)dydxe'^ -^-Xdx^e'^ 

102. Quest’ equazione s’ integra come se» 
gue. Si cerca da prima l’integrale del termine 
bx 



ddye , nell’ ipotesi che non varii che ddy , e 

ìf 

questo è dye'^ . Indi si differenzi quest’ inte» 

graie, e si sottragga il risultato dalla superiore 

equazione , e si avrà U residuo 

. bx bx 

0 

— ---1») dydxe'’^ H- bydx^e"^ »+» 
m 

Ma 
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bx 

Xd X*. e"* = o . Dall’ equazione — - aK h 

o , ovvero —• a m b •=si q si trova 

' b . b 

m — a -f- — ^ o , ossia a — r — — m = o . 
m m 

bx bx bx 

Pertanto mdydxe^ bydx^e^ Xdx^e"^ = o 
è l’equazione, che ci resu ad integrare, S’in' 

bx 

tegri il termine mdydxe'" ^ Qome.se variasse sp- 

lamente y, e si avrà ntydxe"^ per secondo ter-, 
mine dell’ integrai , che si cerca. DifferenziaU 
quest’ ultima quantità, e sottratta dal residuo 

Èf 

precedente, non rimane che Xdx^e'f^ , il cui in- 
tegrale si può generalmente esprimere per 
bx 

dx f Xdx^ , e che si può facilmente trova- 
re , atteso che non comprende che una sola 
variabile , 

ftv 

. L’integrai completo è dunque dye"^ -4- 
bx bx 

v:ydxe'^-h dx f Xdxe'^ =; CdXy ovvero dy -f- 
— bx bx -i-bx 

viydx-j-dxe fXdxe"^=zCe . Ma siccome 
non v’ha ragione , perchè abbiamo a scegliere dei 
due valori di K piuttosto m che m\ perciò sarà vera 

— bx bx 

anche l’equazione 4* fXdxc'^sa 
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— ÈV 



C*e ^ diCf t si hà finalmente da entrambe j=± 
—bx —~bx —rbx bx — bx b .V 

Ce — C'e -he~^fXdxe'^'—e f Xdkim 



m 



■ in 



APPENDICE 

DEL 'P. D. GREGORIO FONTANA i 



•Vi 



i sono molti Problemi di Fisica', i quali 
trattati con tutta l’accuraterza e profondità, di 
cui sono suscettibili , ci presentano delle equa- 
zioni differenziali di second’ ordine da doversi 
integrare . Così nel Problema della resistenzà 
de’ solidi al loro spezzamento , quando si cer- 
ciinó nelle varie figure i cosi detti Punti di rot- 
tura ^ s’ incontrano inaspettatamente le due equa- 
zioni differenziali di second’ ordine ydx^ tzz 

. ydx^ y 

ddy^ H- “lyddy , e — = 6dy^ -f- ^yddy . Sarà 

c 

dunque opportuno l’esporre qui il modo d’in- 
tegrare siffatte equazioni , e molto più 1’ equa- 
zione generale Ydx^ s= mdy^ H- nyddy , di cui 
sono quelle un caso particolare , essendo in 
questa la Y una funzione arbitraria della y,’ed 
n costanti qualunque. A tal effetto pertanto 
io procedo così. ‘ 

I. Sia r equazione ydx^ za idy^ -F- tyddy , 
e si prenda dx = pydy , onde differenziando 
( posta dx costante ) sarà pdy^ -H pyddy ydydp 

= o , ovvero yddy = — dy^ — ^ g 2 yddy 

P 

ài? 
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iydydp 



. Dunque ydx^ zxp^y^dy^ 



fc td,- - ,dy- - =_ pe- 

P P 

rÒ y^dy=z — integrando Jy* -t- C 

I ^ , ydy ^ 

= — — = , j -, cioè ijf =3= — ; — — . Se 

pi V ( C-+- 5 y’ ) 

la costante C non è zero , la formoìa dell’ omo- 
geneo si ìntegra colla rettificazione dell’ Ellissi, 
e dell’ Iperbola; ma se C è zero, allora l’inte- 

> ydy V 3 

graie dell’ equazione dx ck ^ diventa 

x-t->* = *V3y. c quindi c= y i 

, ydx^ 

n. Sia ora 1’ altra equazione — =r 6dy^ 

-4- 3yddy . Per integrar questa non è più al 
caso la precedente sostituzione , dalla quale si 

. s«-i- 

, P , 

Stendo il termine idy ^ , che impedisce l’ iiTte- 
grazione. Ciò accade perchè nell’ equazione 
proposta i coefficienti 6 e 3 de’ termini dell’ 
omogeneo non sono eguali, come nella prima 
equazione. Di qui è facile accorgersi, che ad 
effetto di fare sparire il termine 6</y*, sarà ido- 
nea la sostituzione dx =zpy^Jy , dove y sia al- 
zata alla 2.* podestà . Infatti differenziando avre- 
mo py^idfy -4- 2pydy^ -+-y*<^y<^= 0 , e di qui 



yddy = — 2dy^-^ 



ydydp 



, ovvero “iyddy = — 
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Dunque ^ = = 

cioè 



6dy‘ 



ìcdp 



P 



y*dyi=z — , cd integrando j y* -i- C 

y^dy Vie 



3e 

z 



zp 



Scy*-dy^ 

zdx^ 



j ovvero dxtz: 



V(C-Hjy‘) 



y^dy V l c ; 

facendo C=o «i ha dx=z TT"» 

V iy 

grandO x -{^ A z=. ^ ' ^ 30 t;y , e perfino 

Vi 

__ ^ 

^ 3(5^ * 

IIL Propongasi ora 1 equazióne più gene- 
rale di 2? ordine YdX^ = nidy^ -1- nyddy , nella 
quale Y è una funzione qualunque della y . Non 
è dittìcile accorgersi , ricorrendo su i passi pre- 
cedenti, che CIÒ si otterrà mediante la sostiti!- 

m 

zionc dx =z py" dy , il cui differenziale è 

tn fn tn 

^ py^ “+" py^ y” dydp = o , ov- 

n 



m m 

— 7)1 

vero py" ddy = — ‘~py" 
n 



— .^n dydp 5 e 



dividendo per ^ xìz^c^ nyddy ^ — mdy‘ 



nydydp 



. Sicché Ydx^ = Yp^y ” dy^ = 



M4 
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Ciótf 



Yy 



P P 

" /^v = — , ed integrando 

P 



irti 



J Yy^n ““ 



iy^C=-^ = L 

2p 2dx^ 



onde 






y " 



f* « — -I 

jYy" 

m 

f" ày\!\ 



ày< 



yifyy~" 'dy+c) 



t dx 



; c finalmente 



*=/ 



dy\/i 



vij'ry'^ V+c) 



"1“ A I 



103. D’ una maniera simile a quella del $. prec. 
si prócederebbe , se data fosse Un’ equazion diffe- 
renziale di terz’ ordine, come la seguente d^y •+* 
addydx -f- bdydx^ -H cydx^ *d- Xdx^ = o . Questa 
si scriva così : dy^-f- Kddydx •+- (a — A) ddydx 
K'dydx^ -h [b “^K*)dydx^ cydx^-^Xdx^^. o , 
dove K, K' son quantità indeterminate ma co- 
stanti . Se si vuole , che questa equazione di- 
venti integrabile, moltiplicandola per un fatto- 
re P, che sia funzione di x, cioè se si vuole, 
che r equazione Pd^y -+- KP ddydx -+- 
(a — K) Pddydx 4- KPdydx^ 4 - (i — A' ) Pdydx^ 



Digitized by Google 



, . . . '*^5 . 

•^cPydx^ FXdx^ ^ o sia integrabile, le si 
dia la seguente forma Fd^y -f- KPddydx -h 
['( rt — K)Pddy -+^ K'Pdydx]dx -f- [{b — Kf)Pdydx 
-H cPydx^ -4- FXdx^'^ dx o . Quindi dalle 
condizioni d’ integrabilità si avrebbero sei di- 
verse equazióni, le quali per essere K, c K' 
costanti , e per essere P funzione della sola x , 
si possono ridurre a tre solamente . Dall’ ultima 
equazione si ricaveranno tre valori per K , e 
tre per A' e per P , 6 perciò risulteranno tre 
equazioni date per y, * , dxi dy^ e ddy . Eli- 
minando pertanto ddy , e <afjv da queste equazio- 
ni , si troverà il valore di y espresso per x , c 
per costanti. Fin qui il Bézout > Veggasi ora 
su di ciò la seguente 



, APPENDICE 

DEL P. D. GREGORIO FONTANA. ] 

T ^ . 

J— j equazione differenziale di terz* ordine , che 
il Bézout propone da integrare nel Tomo III® 
del suo Corso dì MateìììAtìca ad uso del Coi^po 
Reale dell’Artiglieria §.146, finche si lascia sotto 
la forma datale da questo celebre ed altronde 
esattissimo Scrittore , non ci guiderebbe mai al- 
,lo scopo prefisso; ónd’è, che la predetta equa- 
zione dee presentarsi sotto una forma, la quale 
contenga quattro parti , la prima delle quali sia 
moltiplicata per- la- seconda per ddy, la 
terza per dy , e la quarta per dx . Perciò l’ e- 
quazione si dovrà presentare così ; Pd^y -H 
PKdxddy ~^P[h — A' ) dx^dy [P^a — A) ddy 
-f- PK'dxdy •+- PXdx^ -H Fcydx^'\ dx = o . 

Quindi le sei equazioni di - condizione sa- 



\ 
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ranno le seguenti : I . 

' d.P(b—K')dx^ J£_ ^ 

^ d^y ^ 

^(■p(fl — . K)ddy H- -4 -P-yJx^^Pc>>ix^] 

■ ^ ' ‘d^y 

d .PKdx _ d.P(b^Kydx^ ,^oéP^ ^ 

‘ dy ddy dx 

dJPia ~K]ddy -4- PK'dxdy-^PXdx^ ~H 

ddy 

VP d.P(b^K')dx^ _ 

[ p[a^K)ddy -\rPlCdxdy -^~PXdx^-hPcydx^] 

dy 

Siccome poi di queste sei equazioni la I* , II» , 
e IV.» si riducono visibilmente a o = o ; per- 
ciò restano le tre altre, le quali colle debite 

TO - 

riduzioni diventano come segue - 1 , ^ — — 

' vjv (b ~^K')dP 

Ca-K)F> II? ni». '—7^ 

dp . ■ v\ J 

~ cP . Da queste si deduce •— =(a — Ajaae 



aK—I? = K‘, 

— K b—K-’ ^ 

e bK' — k'^zxzcKì e conseguentemente -^' == 

— ^■®)' Con ciò sarà aK — K 
= §> :±2 V ( i — f-* ) ; ^ equazione 

si riduce alla cubica seguente : — 2aK^ -+- 

(^a^-^byK-hc — ba=ia. ^Chiamo vt , , 

ni' i tre valori di if , ed w , w , « i tre corri- 
-spondenti di K! . Prendo e per la base de lo- 
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.. (a — /n)ar,, 

diveilta e d^y- 



garìcmi iperbolici , e dall* equazione differenzia* 
dP 

le :ss{a~^ K) dx ritraggo integrando P s=* 

(a — K)x ^ (<t — to)a: ^ , 

e e . Ciò fatto la proposta 

(t _ m) > ’‘jxUy -h (a— 

-H ’ dydsi^-he^ Xdx^ -+- 

cf(^ . Per integrarla, suppongo 

. variabile la sola d^y , ed ottengo 
per primo termine dell’ integrale . Prendo di 
questo termine il differenziale completo 

e d^y -+• [ a — >« ) e ddy dx , io 

sottraggo dall’ equazione proposta , ed ho per re* 

siduo ddydx-\~[b^n)^^ '"^^dydx^-^ 

Opero su questo residuo, come prima; cioè ri- 
guardo per variabile la sola ddy , e ritrovo per 

secondo termine dell’integrale '^^^dydx. 

Prendo di questo il differenziale intero 

me ddydx -f- »* ( a — »i ) e dydx ^ , 

e sottraendolo dal detto primo residuo ritrovo 

per secondo residuo (i — "^^^'dydx^ 

-H (« — "^^*dydx^ H- Xdx* 

° ^ ^ ^ydx* ; il quale per essere aK — A* 

c= IC , cioè A' — - fliif -H = o , ovvero 

w — nw H- =. o , si riduce a 

/■i ^ (a— m)ifj , 2 , (a — m)x . _ 

e dydx^^e Xdx^ 

-f- r/ ** Assumo di bel nuovo ia 
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questo secondo residuo per variabile la sola 
_dy j e ricavo per terzo termine dell’ integrai 

■'cercato ( ^ — - « ) / ^ y dx^ ^ il cui diffe- 
renziale completo ^ dydx^ 

{b — n]{a — m)e ydx^ sottratto dal 

predetto residuo lascia per terzo residuo 

E siccome le equazioni cui =zhn- n^, e « = 



danno c = 



ht — 



n 



,ed in — axsz — — ; quindi 
m tn 

è che il coefficiente (?M-*-a)] di- 

btt — H^ nlb — m) . 

venta — “ o , e però il ter- 

m •; rn 

zo residuo si riduce al solo termine 

(a — m\x V T ^ -1 1 • • > 

e Xdx^ , il cui ifitegrale si esprimerà 

con dx^fe^^' '^^^Xdx. Perlocchè 1 ’ integrai 

totale della proposta equazione, prendendo C 

per una costante arbitraria , sarà di questa for> 

(a — fn)x,, . (a — m)x, , 
ma: e ddy-^nte \ . dxdy.-^ 

fi \ io- — m)x . 1 ^ r io-"— nì)x ... 

(b — ti) e ydìi^ -f- dx^ f e Xdx 

x^Cdx^ i ovvero ddy-i^»idxdy-^[b^^n)ydx^ 

-t-/” - “ ) ^ ’’ Xdx . 

o ^ Laonde facendo uso degli altri due valori 
?«', tn'\ e de’ corrispondenti ti, ti\ e di due nuove 
costanti arbitrarie C', C" avremo le tre equazioni 
I. ddy -+- mdxdy H- [b — n]y dx^ -f- 

/■"^•‘^’‘dx^fc‘-‘‘-"'^‘‘xdx - C.^"‘-“'>^dx^ = O : 

• II. ddy •+■ tfidxdy -h (b — n']ydx^ -+- 

y-‘^'>’‘dx^f,^‘‘-"''^’‘xdx-cy-’‘^’^dx^= o ; 
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in. ddy mf'dxdjy (h tt*' ) y d •+• 

Quindi eliminando ddy , e poscia dividendo 
■per d risultano le due equazioni seguenti 
(m — m')dy H- - n]ydx 

-t- Jx ^ 

^)*(/je=aso; (w — H- (w^^ — 

dxfe Xdx^ 

im'^a)Xj .{q.—m’)x^j , im"—sa)x . 

e dxfe Xdx-\-C e ' dx , 

Ce^'n — a)x 



dx 



o , ovvero 
(m — a)x 



i. dy -i ^ , ydx H — / e 

m — m m — m J 



dx f'(a-m)x 
— "e 



(m—a)x 



e '' ' dx r 

m-m J 



dx f'{a—m'^x 



Xdx 



Xdx 



m—‘m 



m — m" 



lldy 



// 

n — n 



m—m 



77 ydx' 



{m—a)x, 
e ' dx r{a— 



m 



'''■'dx r 
—h 

— m J 



m)x , 



(m —à)Xj //. 

dx )X^_^ 



t' ' dx /■( 

J‘ 

^{m-d)Xd^ 



Xdx 

(f‘ y-“^*dx 

m —m 



m — m 

Eliminando per ulumo dy ^ e dividendo 

per dx , nasce T equazione 

(m — a) X ^ 

e ' a — m)x j 

, y -h 'Xdx--. 

m — m J 



n — n 



m — m 



r^a-m‘)x ^ . c-/™ c/" - ^ * 



7-t e 

m—m J 



Xdx-i 



m—m 



m — m 



/ 
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m — m" m — mj „ 

C-, Z . 7 ^ ^ 

m-m" J 

{m — a)x . * , 

; e da questa si ottiene finalmente 



Ce 



m — m 



{m — m )Ce 

{n-n){m — m'‘) — {rf'-n){m — m) 



{ m — ni ) Ce 



(m — a)x 



{n — n){m — m") — {n — n)(ffiT-m ) 

, a)-v 

( m — m) Ce 

{ti — n){m — m'") — {ti' — n){m — m ) 



(m — m'*)(fe 



{rri — a)x 



{ri — ti){m — m*') — {n " — n){m — m*) 
{m — m')e^'^ 

i—n) {m—m*)—{ti'—n'){m — rn)J 



(n 



, ».(m — a)x 

{m — m )e 



5 / 



{a — m)x 



{ri—n){m—m'"')—{ri'- n){nt~fn) 

{n! 

{m-rn') rSa-m")x 



Xdx 



’i—n){m — m*')—{n"—ri){m — rii)J 



{ti — n){m — m") — {ri' — n){m 



^F- 



Xdx 



{m'-m")Ce 



(/n — Q)3r 



cioè y — {ri - n){m—m")—{n"—n){m—rriy. 

(m-m')C'^e^"'''~'^^^ __ 

{ti—n){m — m") — {n"—n'){m—rri) 



in'—.h){m — m")-{n" — n){fn—rri) ' 
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(« — n)(/n— m") — in" — n)im - m) J 

r 

(«'— n)C/n— m")— (/i“— n)(/n — m) J ^ 

(/n"— a) X 






(n 



^irn—m^)e' ' r 
*—n)im—rn')— in'—n')im—rn)J * 






Non può dubitarsi , che quest’ ultima equazio- 
ne sia r integrale completo della proposta , giac- 
ché essa contiene tante costanti arbitrarie C, 
O , C", quanto è il numero esprimente il gra- 
do della data differenziale , 



104. Di qui apparisce, come trattar si 
debbano le equazioni differenziali de’ gradi su- 
periori . 

Lo stesso metodo è applicabile ancora , 
quando vi sia un maggior numero di variabili , 
delle quali però nissuna sia alzata ad una po- 
tenza maggiore del primo grado, e cha molti- 
plicate non siano nè fra di loro, nè pe‘r un 
differenziale di tali variabili , toltone il co- 
stante , 

Se, per es, sono date le due equazioni 
addy -f- hddz -t- cdydx H- edzdx •+~fydx^-\r gzdx^ 
— Xdx^ o , e u ddy b'ddz "d— ^ dydx - 4 — 
é'dzdx f'ydx^ -jr -f- X'dx^ = o , s’ in- 

cominci dal moltiplicar - la prima per una co- 
stante indeterminata , ed aggiungerla alla secon- 
da ; indi que’ termini dell’ equazione , che ne 
risulta, ne’ quali si trova e si spezzino 
in due parti, come abbiam fatto vedere, c si 
moltiplichi l’equazione per un fattore, che sia 
una funzione di ;v, , 
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Q.yando in un’equazion differenziale, 

dove debbono entrare due variabili, ne man- 
casse una , allora si può trasformar l’ equazione 
in un’ altra di ordine prossimamente inferiore , 
ponendo il differenziale d’ una variabile uguale 
al differenziale dell’ altra , moltiplicato in una 
nuova variabile . 

Debbasi per esempio integrale 

^ b)dx, dove dx 

? supposta costante , ■* e tuanca la variabile x . 
Si faccia dy = pdx, onde ddy dpdx, § 

dp - ’ . dy 

— V(l — , ovvero 

p p 

V ( I P^) ” -i-b)dy . Il secondo mem- 
bro è integrabile algebricamente, il primo in 
parte algebricamente, in parte per logaritmi. 









« 






» 
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Considerando questo • valore di Funz. 

&c ) si conosce 
di leggieri, che la seconda fila verticale non è 
altro che dV cui siasi sostituito AAr,Ay, 

a. dx, dyt dz ; la terza fila verticale è , 

2 

dove siasi fatta la medesima sostituzione; la 
V d^V 

quarta fila verticale e — — fatta la predetta so- 

, . s d*V ^ ^ d^V 

stituzione ; la quinta e ; la sesta e : 

2.3.4 2.3.4-S 

e così discorrendo dell’ altre . Dunque Funz. 
( « -f- Ajf , y A^ , 2 -f- Az , &c )z= V' =s 

, ddV d^V d*'V d'V 

V -J“ dV -+• ■+* H H l“&c 

2 2.3 2.3.4 2-3-4-5 

facendo sempre in tutti questi differenziali di 

V la mentovata sostituzione. Ciò che era ec. 

SCOLIO. 

Per dilucidare la precedente dimostrazione 
si dee riflettere , che essendo dV ( fatta sempre 
la sostituzione di A*, Ay, A^ in luogo di d*, 

I , dV ^ dV dV 

= n.- 

sce evidentemente ddVz:^ • A^^ -t- 



dx^ 



ddV 



■ùxùky 



ddV 



■A*Az 



ddV 



dydx 



AyAjfq- 



dxdy •' ‘ dxdz 
ddV ^ , ddV ddV 

N 
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ddV ^ ^ . ddV ^ a 



dzdy 

-t 



ddv ^ , ddv , 



<Ì 3 C 



dy‘ 



ddv . - , 2ddV 

^z -+-~-r~r^^^y~^~7~r~£^xùiz 



dz^ 
a.‘ddV 



dxdy 



dxdz 



^ ^ ddV ddv , , 

^y^Z. Dunque = — Ax*' -+• 

dydz 2 24 x* 

ddv ^ . ddv . . dldV 

-Ayi -H-rrr^^ -H 



itdy 

ddv 

dxdz 



ÙJX^Z-+- 



idz^ 

ddv 



dxdy 

ùyC^z , che è per l’ ap- 

d^V 

punto la terza fila verticale . Parimente — - — =3 



dydz 



d^V 



2,dx 



d^V 



d^V 



zdx^dy 






d^V 

•zdx^dz 



Ax^ « 



d^V 



d^V 






d^V 
2dz^dx 
d^V 



C^z^^x-+- 



d^V 



■ ùz^ùy> 



Aaf’-^y ■+ 



zdz^dy 

A 2 



A ?3 

r3 ' 






dx^dy 

d^V ^ d^V . 

d^V d^V 

ùx^zùy H — — . ^ ^xù^z^ 



dxdzdy 

d^V 



•Ax Ay Aa 



dxdz^ 

d^V 



dy^dz 



dxdydz 

d^V ^ , d^V ^ 
^AyAs^ = + 



ù.y^ùiZ 



dydz^ 



ndx^ 



d^V 

zdy^ 



Ay 3 
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iidz^ " * zdx^dy 

id^V 



Ax^Ay H 7-77 A X^ A 3 

O y/ V»* W-y 



■zdy^dx 
id^V 



A Ax 



zdx^d^ 
3d^V ^ ^ 

— rrr^y 



zdz^ dx 
^d^V 



A«^A^ -h 



zdy^dz 
id^ V' 



CxZ^ ^y 



dxdvdz 



zdz^dy 

A:!fAyA?‘ Laonde dividendo per 3 



d^r d^V d^V 

avremo = — 7"; A^c’ H J-rAy’ 

2.3 Z.^dx^ 2.^dy^ 

d^ V . r 



2 . 3 ^i 



,3 



H- 



zdx^dy 



Ax^Ay-f* 



zdx^dz 



Aa 



d^V 



— A y 3 . A Jig 



zdy^dx 

d^ V , 

A ^ A Jf 



d^V 

zdy^d\ 

d^V 



zdz^dx 

d^V 



Ay^A« 



L.z^ 



zdz^dy 

d dydz sono precisamente i ter- 

mini della quarta fila verticale . Così si prova 
degli altri 



FINE. 
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■ Non essendoci riuscito di poter trascorrere 
in tempo tutto il libro per notate errori 
che saranno occorsi , ci limitiamc vjj!.ui- 
to a dar la correzione di quelli , ( h : ab 
biam potuto scoprire , e sono i seguenti 

ERRORI ' , ■ CORREZIONI 

Pag. lin. 

^ 5 a^-^ax - 4 - qùxx Sf r. 

44 12 dopo le parole colla perpendicolare Mq^ 

si aggiunga che dal punto M cade sul- 
la Np . 

6 r IO AC ad, 

. 14 dopo ay — 2xy — y^ 

si agginnga ^ o ■> * 

71 1 0 il segmento stesso, l’ ascissa stessa 

124 7 in alcune copie 

alteranti jijtertianti . 
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Errori Correzioni 

Pag. lin. 

4sXeZ X e r 

6 25 FT FS 

8 5 a^zt^aAx &c. a^-+~ax trAx Scc. 

44 12 ^opo le parole colla perpendicolare Mq 
si aggiunga che dal punto M cade so- 
pra la Np 

61 IO yiC AD 

64 14 dopo le parole Quindi ritrovo ay — zxy 
—y^ si ponga = o , onde x = i (ii — ^3'), 
e quindi axy — x^y- — xy“^ = ijy {« — y]^ 
71 IO il segmento stesso l’ascissa stessa 



90 2 nH-i ni-4-i 

nh ” vh 

92 5 x^dz x^dx 

305 1 in margine si ponga Fig. 14. 

^ cb^ / ax^ \ cb^ /ax^ xs\ 

106 12 — r( — — ) — r( )-HC 

zra^\ 2 ? / 2ra^\ 2 3 / 

308 I in margine si ponga Fig. 15. 

113 §• 38- ^ §. 37- 

1 2 1 penult. per quest’ altro per quest’ istesso 
324 7 in alcune copie 

alteranti alternanti 

. r — dq)sen. m<p — mdy sen. m(p 



.,6 3 

J ’-m 

j 

136 6 jc* ( I— x^)' 



— mdq 



A.'* f I — .v’ 



/ 

penult. ni -—n w — zt 

, — A:*(a+Ar~^— i)’- — .v— — i)! 

137 F^mlt. ^ 



ult. (a*x'* — 1)^ 
dx 

Ha 



0' 

dx 
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pag. lin. 

147 16 

148 15 
153 14 

161 15 

190 IO 

IO 

12 

194 8 

Fig. 9. 



Errori 

hi luogo di 

§• 43 , 44’ 
k 

dt 



Correzioni 



sì ponga A 

44, 45 
h 

dt 



y-4~y\/{y^ — i) !/-i” — I) 

ideila tavola che contiene il Teorema di Taylor 






d^'V 

2.^.dx^dy 

d‘*'V 



2.'^.«,dxdy^ 



2.-^dx^dy 

2,\dxdy^ 



2dy^dx 

■ Nella tavola delle figure 
ove la HX taglia la S(l si ponga In Ut* 
ttra V 
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